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第一篇数理逻辑 


逻辑学是一门研究思维形式及思维规律的科学。逻辑规律就 
是客现事物在人的主覌意识中的反映。 

逻辑学分为辩证逻辑与形式逻辑两种，'前者是以辩证法认识 
论的世界现为基础的逻辑学，而后者主要是对思维的形式结构和 
规律进行研究的类似于语法的一门工具性学科。思维的形式结构 
包括了概念，判断和推理之间的结构和联系，其中概念是思维的基 
本单位，通过概念对事物是否具有某种属挫进行肯定或否定的回 
答，这就是判断；由一个或几个判断推出另一判断的思维形式，就 
是推理。研究推理有很多方法，用数学方法来研究推理的规律称 
为数理逻辑。这里所指的数学方法，就是引进一套符号体系的方 
法，所以数理逻辑又称作符号逻辑，它是从量的惻面来研究思维规 


律的 0 

现代数理逻辑可分为证穷论、模型论、递归函数论、公理化集 
合论等，这里介绍的是数理逻辑最基本的内容：命题逻辑和谓词逻 

辑。 




第一章命题逻辑 


1-1 命题及其表示法 

在数理逻辑中，为了表达概念,陈述理论和规则，常常需要应 
用语言进行描述，但是日常使用的自然语言，往往叙述时不够确 
切，也易产生二义性，因此就需要引入一种目标语言，这种目标语 
言和一些公式符号，就形成了数理逻辑的形式符号体系。所谓目 
标语言就是表达判断的一些语言的汇集，而判断就是对事物有肯 
定或否定的一种思维形式，因此能表达判断的语言是陈述句,它称 
作命题 D —个命题，总是具有一个“值'称为真值。真值只有“真” 
和“假”两种，记作 True (真)和 Palse (假)，分别用符号 T 和 F 表 

承。只有具有确定真值的陈述句才是命题，一切没有判断内容的 
句子，无所谓是非的句子，如感叹句，疑问句，祈使句等都不能怍为 
命题。命题有两种 类型： 第一种类型是不能分解为更简单的陈述 
语句，称作原子 命题； 第二种类型是由联结词，标点符号和原子命 
题复合构成的命题，称作复合命题。所有这些命题，都应具有确定 
的真值 D 下面给出实例，说明命题的概念。 1 
- (1) 中国人民是伟大的。 

(2) 雪是黑的。 

(3) 1+101-110 

(4) 别的星球上有生物。 

(5) 全体立正！ 

(6) 明天是否开大会？ 

(7) 天气多好啊！ 

(8) 我正在说谎 。 

(9) 我学英语，或宥我学日语。 





(10) 如果天气好，那么我去散步。 

在上面这些例子中，（1)、 （2)1 ⑷、（9)、 （10) 是命翅。其中 
<9)、 （10) 是复合命题， （4) 在目前可能无法决定真值，但从事物的 
本质而论；它本身是有真假可言的，所以我们承认这也是一个命 
题。⑦)、（6)、 （7) 都不是命题。 （ S ) 是悍论。（ 3 )在二进制中为真， 
在十进制中为假，故需根据上下文才能确定真值。 

在数理逻辑中，我们将使用大写字母…或 
用带下标的大写字母或用数宇，如[拉]等表示命题，例如 

P ： 今天下雨。 

P 可表示“今天下雨”这个命题的名。亦可用数宇表示命题，例如 

「 ■ [12] : 今天下雨。 

表示命题的符号称^命题标识符，尸和 [ U ] 就是标识符。 

—个命题标识符如表示确定的命题，就称为命題常童,如果命 

题标识符只表示任意命题的位置标志，就称为命题变元。因为命 

題变元可以表示任意命题，所以它不能确定真值,故命题变元不是 

命题。当命题变元 P 用一个特定命题取代时， P 才能确定真值』 

这时也称对尸进行指派。当命題变元表示原子命翅时，该变元称 

、 % 

力原子变元。 


联结词 

在自然语言中，常常使用“或' “与' “但是”等一些联结词，对 
于这种联结词的使用，一般没有很严格的定义，因此有时显得不很 
确切。 在数理逻辑中，复合命题是由原子命题与逻辑联结词组合 
面成，联结词是复合命题中的重學组成部分,力了便于书写和进行 
推演，必须对联结词作出明确规定并符号化。下面介绍各个联结 
词 0 - 

⑴否定 / 

定义 1-3.1 设 P 力一命题， P 的否定是一个新的命题，记 
作 np 。 东 m HP 为朽若尸为 k hp 为 n 咲结词 
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“ n ” 表示命题的否定。否定联结词有时亦可记作“ 一”。 
命親 P 与其否定的关系如表 1-2.1 所示。 

表 1 3.1 


P 

HP 

■ 

T 

F 

F 

1 

T 


例 P : 上海是一个大城市。 

"1- P ： 上海并不是一个大城市。 

或 ~! P t 上海是一个不大的城市。 

这两个命题用同一符号表示，因为在汉语中这两个命題 
具有相同的意义。 

' £ ‘否定”的意义仅是修改了命题的内容，我们仍把它看作为联 

结词，它是一个一元运算。 ^ 

(2) 合取 ’ 

定义 1 - 2.2 两个命 題尸和 Q 的合取是一个复合命题，记作 
PAQo 当且仅当尸、 Q 同时为^时> 尸 AQ 为 A 在其他情况下, 
尸八 Q 的真值都是/ 

联结词 “ A ” 的定义如表 1-2.2 所示。 


表 1-2.3 



例如 今天下雨。 

兑明天下雨。 


上述命题的合取为 




PAQ ： 今天 下爾而 且明天下雨。 

PAQ ： 今天与明天都下雨。 

PAQ ： 这两天都下雨。 

显然只有当“今天下雨”与“明天下雨”都是真时，这两天都下 
雨”才是真的。 

合取的概念与自然语言中的“与”意义相似，但并不完全相同。 

例如 

P , 我们去看电影。 

Q ； 房间里有十张桌子。 

上述命题的合取为 

PAQ ： 我们去看电影与房间里有十张桌子。 

在自然语言中，上述命题是没有意义的，因为 P 与 Q 没有内 
在联系，但作为数理逻辑中 P 和 Q 的合取尸 AQ 来说，它仍可成 
为一个新的命題，只要按照定义,在 P 、 Q 分别取真值后，的 
真值也必确定。 

命题联结诃“合取”甚至可以将两个苴为否定的命题联结在 
-起。这时，其真值永为& 

命題联结词 f ‘ 合取”也可以将若干个命题联结在一起。 

“合取”是一个二元鸯算。 

(3) 析取 

定义1 2.3 两个命题尸和 Q 的析取是一个复合命題，记作 
PVQ . 当且仅当 P 、 Q 同时为 丨时， PVQ 的真值为晃否则 
PVQ 的真值为 r 。 

联结词“ V ”的定义如表 1-2.3 所示。 

表 1-2.3 


Q 


PVQ 









从析取的定义可以看到，联结词 V 与汉语中的“或”的意义也 
不全相同，因为汉语中的“或' 可表示“排斥或' 也可表示“可兼 

或、 

例1今天晚上我在家看电视或去剧场看戏》 

例2他可能是100米或400米赛跑的冠军。 

在例1中的“或^畢“排斥或”，例2中的“或”是‘节兼或 '而析 

取指的是“可蒹或”。还有一些汉语中的“或”宇，实际不是命题联 

_ _ 

结词。 

例3他昨天做了二十或三十道习题。 

这个例子中的“或”宇，只表示了习題的近似数目，不能用联结 
词“析取”表达，例3是个原子命题。 

(4) 条件 

■ 

定义 1-2.4 绐定两个命题 P 和 Q, 其条件命题是一个复合 

命題,.记作读作“如果尺那末分， 或“黃 P 则当且仅 
当 P 的真値为 T, Q 的真值为 F 时， P-^Q “真值为巧否则 
Q 的真值为我们称 P 为前件， Q 为后件。 

联结词 f< —” 的定义如表 1-2.4 所示。 


h 表 s - H 4 



例1如果某动物为哺乳动钧，则它必胎生^ 

例2如果我得到这本小说,那末我今夜就读完它。 

例3、如果雪是黑的，那末太阳从西方出。 

上述三个例子都可用条件命题 P ^ Q 表达。 

在自然语言中，“如果…”与“那末…”之间常常是有因果联系 






的，否则就没有意义，但对条件命题 P—Q 来说，只要 P 、 Q 能够 
分别确定真值，即成为命题。此外，自然语言中对“如果…1 
则…”这样的语句，当前提为偁时，结论不管真假，这个语句的意 
义，往往无法判断。而在条件命题中，规定为“善意的推定、即前 
提为 f 时，条件命题的真值都取为: r a 

在数学上和有婴逻辑学的书籍中，“若尸则亦可叫作 p 
蕴含 a 而本书在条件命題中将避免使用“蕴含^一词，因为在以后 
将另外定义“蕴含 "这个 概念。 

命题联结词”亦可记作“匕”。条件联结词亦是二元运算。 
(5) 议条件 

定义 1-2.5 给定两个命题 P 和弘其复合命题 P ^ Q 称作 

■ 

双条件命题，读作当且仅当 当尸和 Q 的真值相同时, 
P & 1 的真值为 A 否则 P ^ Q 的真 他为& 

騃结词“2”的定义坷如表 1-2.5 所示。 


表 1-2-5 


F 

h 

Q 

七 . 


T 

T 

.T 

T 

F 

F 

F 

L ' S % ^ b s 

T 

F 

m 

F 

F 

T 
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例1两个三角形全等，当且仅当它们的三组对应边相 

s 


例2燕子飞回南方，春天来 7 U 
例3 2+2 = 4当且仅当雪是白的。 

上面三个例子都可用双条件命题 P 2 Q 来 表示。 与前面的联 
结词一样,双条枰命题也可以不顾其因果眹系，面只根据联结词定 
义确定真值。双条件联结词亦可记作或它亦是二元 
运算 o ' 



ms 习题 

a ) 指出下列语句哪些是命题，哪些不是命题，如果是命题，指出它的真 


aV 离散致学是计算机科学系的一门必修课。 

b ) 计算机有空吗？ 

明天我去看电影 & 
d > 请勿蔺地吐痰 I 
e > 不存在最大质数。 

f ) 如果我掌握了英语、法语，那么学习其他欧洲语言就容易得多 * J 

g ) 9 + 5< L 2 

h) x = 3 

i ) 我们要努力学习。 

(2) 举例说明原子命题和复合命题。 

(3) 设 P 表示命题“天下雪” 

<3表示命题"我将去镇上” 

JS 表示命题“我有时间” 

以符号彤式写出下列命题。 

a > 如果天不下雪和我有时间，那么我将去镇上， 

b ) 我将去镇上^仅当我有时间时。 

c ) 天不下雪。 

d ) 天下雪，那么我不去镇上 & 

(4) 用汉语写出一句子，对应下列每一个命题。 

a ) 

b ) BAQ 

c) ( 丑 —q) 

(5) 将下列命题符 号化， / 

a ) 汪强身讳很好，成绩也很好 a _ 

b ) 小李一边看书，一边听音乐。 

0) 气候很好或很热。 

d > 如果 a 和&是偶数，则是偶数 a 

e ) 四边形是平行四边形，当耳仅当它的对边乎行， 

f ) 俜机的原因在于语法错误或程序错误。 

(幻将下列复合命题分成若干原子命题 d … 

a ) 天气灸热且正在下雨. , 







夭气炎热但湿度较低 。 

c ) 天正迕下雨或湿度很高。 

d ) 刘英与李进上山， 

老王或小李是革新者， 

f > 如果你不看思影，那么我也不看电影 ， f 

g ) 我既不看电视也不外出，我在睡觉 a 

h ) 控制台打字机既可作输入设备，又可作输出设备。 


13命题公式与翻译 

前面已经提到，不包含任何联结词的命题叫做原子命题，至少 
包含一个联结词的命题称作复合命题。 

设尸和 Q 是任意两个命题，则 m ( PVQ ) V ( P -^ 
Q) f V 1 P ) 等都是复合命题。 

若 i 3 和 <3是命题变元，则上述各式均称作命题公式。 尸和 Q 
称作命题公式的分量。 

必须注意:命题公式是没有真假值的，仅当在一个公式中命题 
变元用确定的命题代入时。才得到一个命题。这个命题的真值，依 
赖于代换变元的那些命题的真值。此外，并不是由命题变元，联结 
词和一些括号组成的字符串都能成汝命题公式。 

定义 命题濟算的合式公式 ( wff ), 规定为 t 

(1) 单个命题变元本身是一个合式公式。 

(2) 如果3是合式公式，那么是合式公式^ 

(3) 如果』和 J 5 是合式公式，那么八 B )， ( A \/ B) f ( A -^ 
S ) 和 04:^5) 都是合式公式。 

(4) 当且仅当能够有限次地应用(1)、（2)、 （ S ) 所得到的包含 
命题变元，联结词和括号的符号串是合式公式^ 

这个合式公式的定义，是以递归瑢式给出的，其中 (1) 称为基 
础 7 (2) (3) 称为归纳， （4) 称为界限。 

按照定义，下列公式都是合式公式， 



飞户 八 Q ), n ( P ^ Q ).( P ^ V ~ IQ)h 

(((P-^Q) A (Qr^R))^(S^T)) 

而 

(^Q)^(AQ), CP—^ (P AQ) ->Q) 

等都不是合式公式。 

为了减少使用圆栝号的数量，约定最外层圆括号可以省略。 
如果我们规定 了联结 词运算的优先次序为 ： m —之， 
则 PhQr ^ n 也葺合式公式。 

有了联结词的合式公式槪念，我们可以把自然语言中的有些 
语句，翻译成数理逻辑中的符号形式。 

例题1试以符号形式写出 命題: 我们要做到身体好、学习好、工作好，为 
祖国四化建设而奋斗。 

解找出各原子命题,并用命題符号表示： 

我们要做到身体好， 

尽我们要做到学习好 a 
我们要做到工作好 * 

P ： 我们要为钼国四化建设而奋斗。 

故命題可形式 化为： ( AABAO^P 

例题3上海到北京的14次列车是下午五点半或六点开 + 

解 A 上_到北京的包次列车是下午五点半开， 
v 佔上海到北京的14次列车是下午六点开。 

在本例中』汉语的“或”是不 可兼良 而逻辑联结词 V 是“可兼或' 因此 
不能直接对两命题析取。构造表如表 1-3.1 所示。 

表 1-31 




原命通 


n ( p ^ g > 


从表中可看出原命题不能用前述五个联结词单独写出，但是如用命題和 
联结词组合，可以把本命题表达 力 ： n * 








柄题 3 他既聪明又用功。 

解若设 

他聪明。 佔他用功 & 

在自然语言中这个“既……又……”显然与“且”的意义一样，故本例可 
记力： PAQ 

例题4他虽聪明但不用功。 

解这里“虽……但……”这个词不能用前述联结词表达，但其实际意义 
是 r 他聪明且不用功。若设 

P： 他聪明。 Q ： 他用功 & 

本例可表 示为： 

pa^q 

例题5除非你努力，否则你将失败。 

解这个命题的意义，亦可理解为:如果你不努力则你将失败。若设 

你努力 d Q ： 你失败0 

本例可表示为： 

"iP^Q 

例题6张三或李四都可以做这件事。 

解这个命题的意 义是： 张三可以做这件事，并且李 四也可 以做这件事。 

若设 

弪三可以做这事。 沾 李四可以做这事》 

本例可表 示为： 

PA <2 

&上 面的例子中可以看到，自然语言中的一些联结词 ，如: “与” 
“且”“或”“除非…则…”等等都各有其具体含义，因此需分别不同 
情况翻译成适当的逻辑联结词。为了便于正确表达命题间的相互 
关系，有时也常常采用列出“真值表”的方法，进一步分析各原命 
m , 以此寻找逻辑联结词，使原来的命题能够正确地用形式符号予 
以表达 a J 

1-3 习题 

CD 判别下列公式哪些是合式公式，哪些不是合式公式。 

a) ( Q ^ BAS ) 

b ) 







(2) 根据合式公式的定义，说明下列公式是合式公式* 

a ) U ^ UV - B )) 、 

b ) (( nAAB ) AA ) 

c ) ecu — 丑 

d > ((^ B ) V (^ A )) 

(3) 对下列各式用指定的公式进行代换。 

用 01 — C ) 代换山用 （( SAC )—2) 代 

换足 

10 (( A — BV /( S —2)), 用 S 代换4。 

(4> 下列几个式子中有哪几个是别的式子经过代換得到的 0 

a ) ( P ^ Cg ^ P )) 

b) ((C(P^(?) a A{PyE))^{QVS)) 

c > ( Q ^ cc ^ p >^ g » 

d) (P^ccp^(g^p»^p» 

e ) a C ^ p » A ( RVQ ))^ iSVP }) 

i 5) 试把原子命题表示为等,然后闬符号译出下列各句子 o . 
a ) 或者你没有给我写信，或者它在途中丢失了。 

- b ) 如果张三和李四都不去，他就去 0 
c > 我们不能既划船又跑步。 

d ) 如果你乘了，那末他唱不唱歌将看你是否伴奏而定。 

C 6) —个人起初说，“占据空间的、有质登的而且不断变化的叫做物质”; 
后来他改说，“占据空间的有质量的叫做物质，而物质是不断变化的。”问他前 
后主张的差异在什么地方,试以命题形式进行分析。 

C 7) 用符号形式写出下列命題。 

a ) 假如上午不下雨，我去看电影，否则就在家里读书或看报 

b ) 我今天进城，除非下雨。 ^ 

c ) 仅当你走我将留下。 


1-4 真值表与等价公式 

定义 14.1 在命题公式中，对于分量指派真值的各种可能 
组合，就确定了这个命题公式的各种真值情况，把它汇列成表，就 



是命题公式的真值表。 
现举例说明 如下: 


例题1构造的真值表。 

m 

表 m 



■hb 

_ _ ■ 

hpvq 




T 




F 




T 




T 


例题 2 给出的真值表。 
解 

表 iu 


B99 

WBm 

PAQ 

HP 

(FAQ)A^\P 


mjii 

T 

F 

■ 

F 



F 

1 

F 

F 



F 

T 

F 

H^QH 

mS 

mm 

T 

F 

• 

• 


例 S 3 给 BKFAQ ) VOPA 13) 的真值表。 

解 

表 H 3 


mm 

B 

HP 

no 

1 P^Q 


(PAQ) V 门 PA HQ) 

B 


B 

■ 

B 


m^m 



■ 

IB 




B 

B 



m 

^3 


mm 

B 


B 

B 




例题4给出的真值表^ 

. ^ ^ 







解 


表 w 


p 


Q \FAQ 


n ( PAQ ) 


HP 






n(PAQ)^nPvnQ) 


由表 1-4,4( 表 14.2) 可以看出，有一类公式不论命题变元作 
何种指派，其真值永为真(假)，我们把这类公式记为 r ( F )。 

在真值表中，命题公式真值的取值数目，决定于分量的个数。 
例如，由2个命题变元组成的命題公式共有四种可能的真值，由3 
个命题变元组成的命題公式共有八科真值。一舷说来，《个命題 
变元组成的命题公式共有 2" 种真值情况《 

从真值表中可以看到,有些命题公式在分量的不同指派下，其 
对应的真值与另一命题公式完全相同，如 Hi 5 VQ 与 P — Q 的对应 
真值相同，如表 1^.5 所示。 

表 1-4.5 

F | Q I ~1PVQ I 


同理^八②乂‘^户八^与土^^对应的真值相同，如表 


1-4.6 所示 


表 


( PA $) V ( HPA ^<?) 







定义 1 U 给定两个命题公式2和足设八,、…，八为 
所有出现于2和5中的原子变元，若给八任一组真 
值指派，2和 S 的真值都相同1则称3和 B 是等价的或逻辑相 
等。记作 

例题 5 证明 P^tQ^P^Q) A (<3->P> 

证明列出真值表 


表 1-4 7 


P 

Q 


! Q^p 

F^Q 

(P^Q) A (Q^P) 

T 

T 


■ 



T 

F 

mm 


mm 


F 

T 

B 

■ 



F 

F 

EB 


mm 

BI9BI 


由表1_ 4 ,7可知拉(3与 CP —奶 A 巧真值相同，命题得证。 

表 1-4.8 列出的命題定律,都可以用真值表予以验征。 


表 W 


对合律 

- nPoP [ 1 

幕等律 

PVP^>P, PAP^P 

2 

结合律 

(PVQ)VE^V(QyB) 

(PAQ)AE^PA (QAS) 

3 

交換律 

PVQ^QVP 

P/\Q^QAP 

4 

分娜 

C^A-B)<^(PVQ)A (PVB) 

PA (QVS)^(PAQ)V (PAE) 

5 

吸收律 

FV(PAQ)^>P 

PA(PVQ)^ 

6 

德■摩根律 

-[(Fyg)^-iFA^lQ 

-(FAQ)^^V^Q 

7 

同一律 

PVF^I J , PAT<=>P 

8 

零律 

P\/T^T, PAF^F 

1 

i 

9 

否定律 

Pv njP^>7\ PA"P^F. 

1 

ia 

r 


15 ^ 








例题 0 验证吸收律 Pv ( PAQ)^P 

PA (PVQ)^P 

证明列出其值表 


表 


p 

Q 

{FAQ) 

PV(PAQ) 

(FVQ) 

PA <PVQ) 

T 

• 

T 

T 

r 

T 

T 

T 

• 

1 

F 

F 

T 

T 

T 

F 

i 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

F 

F 

F 

F | 

F 


由表 14.9 可知吸收律成立。 


在一个命题公式中,如果用公式置换命題的某个部分，一般玴 
将会产生某神新的公式，例如 Q^(PW { P 勵 中以 （IP—Q) 
取代 CPAQ ), 则 ®) 就与原式不同。为了扭证 
取代后的公式与原始公式是等价的，故需对置换诈出一些规 
定。 

定义 l_4j 如果 Z 是合式公式2的一部分，且X本身也 
是一个合式公式，则称 z 为公式2的子公式。 

定理 1-4.1 设 Z 是合式公式 i 的子公式，若如果 
将 x 中的 z 用 r 来置换，所得到公式5与公式2等价，即 
Bo 

证明因为在相应变元的任一种指派情况下， Z 与 r 的真值 
相同，故以 F 取代 Z 后，公式£与公式 i 在相应的指派情况下， 
其真值亦必相同，故 A ^ B 0 □ 

满足定理 1^4.1 条件的置换称为等价置换(等价代换)。 


例题7证明 ( PV ( FA 0 ) ㈡ P 
证明设去 ^< FV ( PAO ) 

因为 PV ( PAg)^>P 

故及 即 A^B 
对亦可用表 .10 予以验证： 
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表 1-4.10 


P 

Q 

• 

| 增： 

_ 

FV(Ff 、 Q) 

1 

Q->(PVfPAg)) 

g—p 

T 

T 

T 

T 

T 

1 

T 

T 

F 

F 

T 

• 

• 

T 

T 

1 ■_ 

F 

T 

F 

1 F 

F 

F 

F 

\ F 

F 

F 

--- ― - —-« - - r 

T 

T 


我们有了最基本的命题公式的等价关系，再利用定理 14.1, 
就可以推证一璧更为复杂的命题等价公式。现举例说明如下： 
例® 8证明 0) V (PA — IG) ㈡ P 

证明 (PA0 V(PA™I^^PAC(?V-1Q)^PAT^P 

例埋 9 证明 (P—B ) 料 — (<3—HP) 

证明 p — cngv b^-\qv opv 

\ 

又， P ^( Q ^ B)^nPV ClQ\f ( nQ \/~\ F ) 

特 一 ( Q ——| P ) 

例题 io 证明 （ cpvg) AnciPAciQ\nm) 

V CTP A ™l<3) V CHPA nfi) 

证明原式左边分 （（ PV (2〕 A — KnPA — KGAif ))) 

vnc ^ v ^ vn ^ vi ?) ^ 

^(( Pvg ) A(Pv (qa B ») vn (^ vg > vnc ^ v ^) 

^((PV<3)AC(PV^) A(PVE)» 

vnC (^ vg ) ACPViS )) 

^((PV^)A(PVB))vnC(PVg) A (PViJ)) 

3 U 4 习遨 

(1) 求下列各复合命题的真值表 。 _ 

3} p—(QV 苫） 

b) (PVB) A(P^Q) 

c) (PVVP) 

d ) ( PV ~ IQ)A 丑 

e ) CP — ⑹—五 )）- K ( P —0—( P — H )〉 

( 2 > 试求下列备命题的真值表并解释其结果。 

* r 7 * 






a) (P^Q)A{Q->P) 

b) iPAQ)^r 

c) Q^CPVQ) 

d) (P^)^(nPV0 

e ) (~| P 叫） ACl ( PAD ) 

C 3) 作出下列命题的其 值表： 并非〃室内很冷或很刮^也不 是“室 外暖和 
且室内 太脏' 

(句试以真值表证明下列命题。 

a ) 合取运真之结合律； 

b ) 析取运箅之结 合律； 

c ) 合取 （ A ) 对析取 （ V )之分配律； . 

d ) 德*摩根律* 

(5) 由下表求出公式化在表上有问号 (?) 的地方 
以 r 或 r 代入都可以,只要所求的公式形式较力简阜。 


表 i -4 .ii 


P 

Q ■ 

B 

丑 1 

1 

! F 3 

A 

A 


T 

\ 

T 

• 

• 

T 

T 

F 

T 1 

r 1 

F 

_ 

? 

n 

T 

T 

F 

F 

F ' 

T 

F ' 

F 

9 

k 

T 

F 

T 

T 

F ' 

• 

F 

T 

T \ 

9 

■ 

T 

F 

F 

F 

r 

I 

F 

T 

? 

? 

F 

p 

T 

1 7 1 

T 

F 

1 

F 

T 

T 

F 

F 

1 

T 

F 

T 

1 F 

F | 

F 

T 

_ 

F 

F 

F | 

T 

T 

F 

r 

• 

• 

T 

? i 

F 

F 

F 

F 

__ 

^ 1 

r 

F 

• 

i 

T 

i 

? 1 

T 


(6> 下表力含有两个变元的命题公式的各种倩況真值氣对于每一列, 
试写出一个至多包含此两个变元的命题公式。 

表 1-4.12 


P 

e 

a 

2 

3 

B 

5 

6 ■ 

a 

Q 

ra 

o 

ra 

12 

• 

13 

m 

丄 5 1 

Te 

a 

H 

B 

B 

m 

B 

a 

a 

a 

D 

B 

B 

B 

a 

m 



篇 

F 

■ 

g 

B 

B 

B 

■ 

D 

a 

H 

B 

S 

B 

B 

B 

B 

Q 

B 

T 

s 

B 

m 

B 

m 

a 

5 

a 

9 

53 

83 

m 

S 

H 

D 

S 

D 

圔 

Ea 

A _■_ 

d 

B 

Dl 

D 

a 

m 

m 

a 

Q 

B 

Q 

a 

D 

D 

H 

B 
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(7) 证明下列等价 式。 

b ) -| ^ UVB ) AnU ^\ B ) 

c) 

d) -| C^l^B) ^ A ™iS) V C™i^ A ^P) 

e) C((^ABA^I?)AC^UvBVl?)))^((aA(^^iB))^) 

f ) ^ l -> (B V ( J)^iA A O 

g) JD) A iB-^D')^{AV B )->D 

b ) ((-A AB )-> C 7) A (万 ― CDV A ( D — 乂 ））— C 7 

( S ) 化简以下各式。 

a ) ( U — B ) 弍 C 1 B—A C 

b ) ^ VO ^ VCBAHS )) 

c) uabacovciaabao ) 

(9) 如果是否有 ^ l ^ B ? 如果 2 AC 7 ㈡ BAC 是否有 
如果 一 是否有 

I 

15 重言式与蕴含式 

■ 从上节真值表和命题的等价公式推证中可以看到，有些命题 
公式，无论对分量作何种指派，其对应的真值都为 r 或都为晃这 
两类特殊的命题公式在今后的命題演算中极为有用。为此，下面 
作较详细的讨论。 

定义1~5.1给定一命题公式/若无论对分量作怎样的指 
派，其对应的真值永为 A 則称该命題公式为重言式或永真公 

式。 

定义 14.2 给定一命题公式，若无论对分量作怎样的指派， 
其对应的真值永为巧则称该命题为矛盾式或永假公式。 

定理 1-5. 1任何两个重言式的合取或析取，仍然是一个重 

言式。 

证明设/和 B 为两个重言式，则不论 Z 和$的分量指派 
任何真值,总有』为 I 忑为 ar 故 aab ^ t , av 胸 r 0 口 

定理—个重言式，对同一分量都用任何合式公式置 

* \9 • 









换，其结果仍为一重言式。 

证明由于重言式的真值与分量的指派无关，故对同一分量 
以任何合式公式置换后,重言式的真值仍永为 □ 
対于矛盾式也有类似于定理 1-5.1 和定理 1-6.2 的结果。 

例通1证明 （（ PV 汶） y \ ii ) V ™ K ( PV 汶） A 石)为重言式。 

证明因为 PVHP « A 如以 （( PV 奶 AiJ ) 置换 P 即得 

C(PV^) A-K) Vn«PVSO AR)^T 

定理 1-5.3 设土 5为两个命题公式，当且仅当 
B 为一个重言式。 

证明若则次丑有相同真值，即 a ^ lb 永为 r 。 

若为重言式，则 A ^ B 永为2；故 A、B 的真值相同， 

即 A 钤 □ 


例通 a 证明 n ( PAg >^ nPvn «) 

证明由上节例題4中義 H .4 可知， n ( PA 0 gnpv ] Q ) 为重言 
式，故据定理 1-5.3: 

n ( PAQ )^ OPvn ^) 

我们知道,联结词 C 可以用—来表达。即* 

■ 

下面讨论的重言式。 

定义 1-5. S 当且仅当 P — Q 是一个重言式时，我们称“尸蕴 
含 Q ' 并记作 P ^ Q a 

因为 P—Q 不是对称的 ，即 P — Q 与 <^P 不等价，对 P^Q 
来说，称作它的逆换式； hp — hq 称为它的反 换式； 

HP 称它的逆反式,它们之间的关系如表 1-5.1 所示。 

从表1劣 .1 中看出： ( P ^ Q ) ^ ( nQ ^-] P ) 

因此要证明 pw , 只需证明 no ^ np , 反之亦然。要证 

P ^ Q , 即证 p — Q 是重言式。对于 P — Q 来说，除 P 的真值取 
T } Q 的真值取^这样一种指派时， 」 P—Q 的真值 为尹外 ，其佘情 
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况， p — q 的真值力 I 故要证只需对条件命题的 
前件 A 指定真值为 A 若由此推出 Q 的真值亦 为乃则 P—Q 
是重言式，即 p 今 Q 成立；同理,如对条件命题中，假定后件 
Q 的真 值取巧 若由此推出 P 的真值为愿即推证了 

故成立。 

例理 1 推证一 IP 

证法1假定 n <3 A ( P — 仍为 T , 则一|(3为 r , 且 （ P — Q ) 为 r 。 由 
为为 T , 則必须 F 为 R 故为 T 。 

证法3假定 — IP 为 R 则 p 为 T 。 

⑷： 若 <3为 F , 则 P ^ Q 为尽13 A ( P — Q > 为& 

0>)：若0为 r , 则一 IG 为屺 ngA ( P — C ) 力 P 。 

所以 a ⑺ =n p 成立。 

表 1-5,2 所列各蕴含式都可如上述推理方法证明： 

k 

表 H 3 



1 

PAQ=^Q 

2 

p^pvg 

3 


4 

、 Q^P-^Q 

5 _ 

- H (F^Q ) 与 jP 



7 

F f\ (F—Q) 今 Q | 

8 

-QA(F^Q)^^F 

S — 

r lFA(PVQ)^g 

10 

(P^Q) A (Q~^H) 

一- - - _■ 4 - «--. 

11 

(PV® A CP—^ A (Q^)^I£ 

12 

(P^Q) A (S^B)^(PAB)^(QA^) 

13 

(P^Q)A(g^)^(P^B) 

14 


14 






就象联结词紅和 4 的关系一样，等价式与蕴含式之间也有 
紧密的联系。 

定理 1-6. 4 设 P 、 Q 为任意两个命題公式， PoQ 的充分必 
要条件是且 

证明若尸坤，则 p^tq 为重言式，因为 h 
(& P 乂故 P -> Q 为 y 且0~>户为 I 即户=^(，成立。反 
之，若且料' 则 p — ^为 r 且 尸为 r , 西此 
为 r , cq 是重言式，即 pw 。 口 

这个定理也诃作为两个公式等价的定义。 

蕴含有下面几个常用的 性质： 

(1) 设牵_5、<7为合式公式，若』且2是重言式，则5必 
是重言式。 

证明因为2—五永为 A 所以，当/为 r 时 ，丑 必永为 r 。 

⑶ 若 A=^B, B=^G 3 贝即蕴含关系是传递的。 

证明由 A ^ B f 5=^0,即 A ^ B t B — O 为重言式。所以 
(/->£) 八 0^0) 为重言式。 

由表 1-5.2 的 （ U ) 式 ， A (B-^O)^ A-^O t 故由性 
质 (1)』 A^O 为重言式，即 A^>0 0 
r (3) 若』=^0,且那末 八 <7)。 

证明由假设 A—B, A-^O 为重言式。 设』 力1则五 、 O 
为 r , 故 BAC ? 为 r 。 因此， 为 T。 

若2为氡则 sag 不论有怎样的真值， z -> CB 八 a ) 为 r 。 
所以， 

■ 

A^(B /\G) 

(4) 若』=»£且0=^式 


证明因为 A — B 为7\ G ^ B 为7\ 故 (_u VB)A ClOWB) 
为 r 。 


即 （_ UAHO 0 Y 五为 r 或 AMO—B 为 r 。 
所以 
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1-5 习翅 


(1) 试证下列各式为重言式。 

a) (PA 

b) 

c) C(P->^ A 

d) C(aA&) VC&Ac)V {cAa^^l{a V &) A (b Vc) A Va> 

(2) 不构造宾值表证明下列蕴含式。 

a) (P^^)=>P^(PA<3) 

b) <iP-^Q)^Q^PyQ 

o) (^(PAnP))^(^^(PAnP)))^^Q 

<3) 设 P 表示命題 “S 是偶数 ”，Q 表示 命题“ 糖果是甜的” a 试以句子写 

a ) P^Q 

t) 幻的 逆换式 

<0 W 的反换式 
d) a) 的逆反式 

(4) 叙述下列各个命翹的逆换式和逆反式，并以符号写出， 

■ 

如果天下雨』我不去 a 
仅当你走我将留下。 

<0如果我不能获得更多帮助，我不能完成这个任务 & 

(5) 试诬玥逻辑蕴含 p 。 

(6) 检验下述论证的有效性。 

如果我学习，那么我数学不会不及格0 
如果我不热衷于玩扑克，那么我将学习。 

但我数学不及格。 

因此我热衷于玩扑克。 

(7) 用符号写出下列各式并且验证论证的有效性， 

如果6是偶数,则7被2除不尽 a 

或5不是素数，或7被2除尽。 

但5是素数9 
所以6是奇数 p 

(8) 逻辑推证以下各式 
a> ^ O P ^ Q ) 

b) - iAABAA^G 
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e) C^AV BV~\B 

e) (SVC7), DVE^ {DWC 

f) (a a b) novu^n^vnB 

(9) 求与下列命题等价的逆反式 a 

a ) 如果他有勇气，他将得胜。 

b ) 仅当他不累他将得胜。 


1-6 其他联结词 

我们已经定义了联结词 n , 八， V ， — 和二，但这些联结词 
还不能很广泛地直接表达命题间的联系，为此我们再定义一些命 
题联结词 0 _ 

定义 m 设尸和 q 是两个命题公式，复合命题 pVq 称 
作尸和 Q 的不可兼析取。的真值为忍当且仅当 p 与 q 的 
真值 不相同 P A 否则， PVQ 的真值为 F 。 

联结词的定义如表所示^ 


表 1-6.1 


p 

Q 

PVQ 

T 

T 

F 

■ 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

F 

F 

F 


从上述定义可知联结词 H 以下 性质: 
设为$题公式，则有 

(1) PVQ^VJP 
⑶ V Q ) V iJ^P V ©V R ) 

(3) PA ( QVB )^( PAQ ) V ( PAR ) 
⑷ (P V Q)<^(P A ~1 Q ) V (~1 P AQ ) 
(5) ( PWQ )^ n ( P ^ Q ) 
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(6) P V P^F f FyP^P } T\/P^>~]P 0 

定理 1-6.1 设 P 、 Q 、 丑为命题公式 D 如果 
则 P\Jn<^Q ; Q ▽ 五玲 且 PyQVM 为一矛盾式。 

证明如杲 P\/Q<F>B f 

则 P V R^PV P V Q^F\/ Q^Q 

qYe^qvpvq^fVp^p 
p v Q\/ vn 

定义 in 设 P 和 Q 是两个命题公式，复合命题 PAQ 称 
作命题 p 和 q 的条件否定， p ^ q 的真值为 r , 当且仅当 p 的真 
值为 f Q 的真值为兄否则， P -^ Q 的真值为兄 
联结词的定义如表 1^6.2 所示 3 


表 1-6 2 



^ S ^ S ! 















从定义可知 P^Q^~1(P->Q) 0 
在计算机设计中，经常应用另外二个联结词。 

定义 1-6.3 设尸和 Q 是两个命题公式，复合命題 P f Q 称 
作 p 和 Q 的“ 与非' 当且仅当 p 和 Q 的真值都是 r 时 ， p t q 
为旯否则 p t Q 的真值都为 r 。 

联结词“ t ”的定义如表 1-63 所示。 


表 H 3 


p 

Q 

i 

| MQ 

T 

r 

| F 

rr 

F 

| T 

F 

T 

| T 

F 

F 

| T 
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从上表可以看出一 l ( Py \ Q ), 故联结词 “ t ” 可称为 
“与非”。 

联结词 “ t ” 有如下几个性质： 

(1) p t (P M } ) ^>~1P 

( 3 ) ( pfp ) 个 （ QtQ ) 句 ] p 个 八 ^ iq)^fvq 

定义 1-6.4 设尸和 Q 是两个命题公式，复合命题称 
作 P 和 Q 的“或非”，当且仅当 P 和 Q 的真值都为^时.？ IQ 的 
真值为否则 PiQ 的真值都为2?*。 

联结词” 的定义如表 K . 4所示。 

表 1-6.4 



P 丄 Q 


从上表可以看出 iHQo — KPVQX 故联结词 “4” 可称作 
“或非”。 

联结词“ I ”有如下几个 性质： 

(1) p | i (.F v p) 

(2) (P|Q) ； (PiQ)^-l(PiQ)^P\fQ 

(3) (P^P) 1 (Q iQ)^~1Pi ~\Q^Pj\Q 

对于包 ^ t , i 的复合命題，其合式公式类似于定 
义1~3丄 

至此,我们一共介绍了九个联结词，是否还需要定义其它联结 
词呢？ 

我们知道,命题联结词在命題演算中是通过真值表定义的，两 
个命题变元，恰可构成 24 个不等价的命题公式，如表 1-6.5 所示。 
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从上表中可以 看出： 

第軋2列分别表示永真 r 及永假朽 
第3、4列分别表示命题变元 P.Qi 
第5、6列分别表示命题变元的 否定： IP , IQi 
第7 列表示“合取”命题； P 八 Q ; 

第8列 表示“ 与非” 命題： P 个 Q ; 

第9列表示“析取” 命题： PVQ ; 

第10列表示“或非” 命题 ： PlQi 
第11、16列分别表示条件 命題： P — Q ， Qr ^ p ； 

第12、16列分别表示逆条件 命题： Qr^Pi 

第13列表示双条件 命题： 

第14列表示不可兼析取命题： PWQ , 

由上述分析，除常量及命題变元本身外，命题联结词一 
共有九个就够了。 

虽然我们定义了上述九个联结词，但这些联结词并非都是必 
要的，因为包含某些联结词的公式可以用另外一些联结词的公式 


_ 
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等价代 换^ 现在考虑最小联结词组，对于任何一个命题公式，都能 
由仅含这些联结词的命题公式等价代换。这是因为 

.(1) 由 （ GQ ) 台 ( P — 故可把包含 “3’的公 
式等价变换为包含“八 7; 和“—”的公式 Q 

(2) 由 p — QonPVQ , 说明包含的公式可以变换为 
包含“_1”和“ V ”的公式。 

(3) 由 PAQonriPv —1®, PVQonciPA —1®, 说 

明“ A ” 和“ V ”可以相互代换。 

故由 “ v ”、 这五个联结词组成的命题 
公式，必可由 n , v } 或 {- i , a } 组成的命题公式所替代 o 
对于其他一些联结词，根据定义及有关性质有, 

P 

(PVQ) 0-1 (P^Q) 

PfQ ^~]( PAQ ) 

PiQ ^>~ l ( PVQ ) 

故任意命题公式都可由仅包含 V }或 fl , A } 的命题公 
式等价代换。所需注意的是上述联结词组 O , V }和 fa A } 不 
能再归为 nh { v }, M } 或 { v , m 。 因为从合式公式定义可以 
看出包含二元联结词的命题公式不能用仅包含一元联结词的命題 
公式等价代换，同时如有 

— ] 尸 ㈡ (• •• (P /\ JJ ) V …八…） 

的形式，则对该等价式右边所出现的变元，都措派真值 r , 由于八 
和 V 的各次复合结果，其真值必为7；而该式的左边的真值为犀 
产生矛盾,说明 ‘ n ” 是不能由 “ v ” 或“ a ”的复合所替代,故最小联 
结词组应为厂1，}或{飞八}。 

当然 ，由联结词 “ t ”和联结词 “ I ”的性质,可知联结词 
“八”和“ V ”可分别用 “ t ” 或 “I ”所替代，故最小联结词组亦可为 
{个> 或 ( n 0 
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i -« 习题 

(1) 把下列各式用只含 V 和一I的等价式表达，并要尽可能的简单。 

a) (PAQ)A^P 

c) ~lPA~l<2AOB->P) 

(2) 对下列各式汉用“或非” U ) 表达。 

a ) "IP 

b) PVQ 

c) PAQ 

(3> 把表示为只含有 “ T ” 的等价公式，把同样的公式表 
示力只含有“ 的等价公式 D 

(4> 把 P t <9表示为只含有 M ”的等价公式。 1 

(5) 证明 " i(Bt 

(6) 联结词 “t” 和1”£从结合律吗7 

"(7) 证明{合， "1} 和 {7, 一1}不是最小联结词组。 

(8> 证明 {Vh { A } 和不是最小联结词组》 

(9) 证明 n ，—} 和 n ， 二}是最小联结词组》 


1-7 对偶与范式 

从上节可看到命题公式的最小联结词组为 n ， v } 或 n , 八}， 
但实际上为了使用方便，命题公式常常同时包含 n , V ,八>。 
我们从表 1-4.8 苛以看到命题定律除对合律外都是成对出现的， 
其不同的只是 v 和 a 互换。我们把这样的公式称作具有对偁规 
律。 

定义 1-7.1 在给定的命题公式中，将联结词 V 换成 A ， 将 
八换成 V ，若有特殊变元^和 r 亦相互取代，所得公式称为 
A 的对偶式。 

显然 X 也是^^的对偁式。 

例题1写出下列表达式的对偶式 
Ca) CPV§) AE 
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(b) CPAQ)VT 

(c) n(PV«) A(PVn(0A"l5)) 

解这些表达式的对偶 式是： 

(a) (PA Q)VB 

(b) (PVQ^AF 

(<o n(PA0'/(PAncgvi^)) 

例埋 3 求 Pta 的对偶式。 

解因为故 ptg 的对偶式为 —i(pvg ), 即 
同理的对偶式是 

定理 1-7.1 设』和# i 对偶式，八，巧，…，尸，是出现 
在4和2 # 中的原子变元，则 

^a{p 1} p, f p^a*ci^ nA n 八） 

p Sj - f pj 

证明由德•摩根定律 

PAQonnpv^Q), pv^nn^Ane) 

故 

一 ia(i\, …, p n ) ^a* … ，刁八） 

同理 

i^(Pi } - } p„)^AciPi f …, 刁匕） 口 

例埋 3 设』 •(& K 五）是]5/\门研 VS ), 证明 

A* CIS, -[W t w f B) 

证明由于乂 * (A TF, 丑）是 "l^A Cl^ViS ), 则氺 ClS t nw, 
"1 五）是汶 A(TFVTB) 。 但氏见，丑 ) 是 "^VOTTAJi ：), 故 — U < 沅 
w, : B ) 是 nr^VClT^A 丑 ) ） #^A(irvniZ >。 

所以 a*< r\s,-[w f 

定理 1-7.2 设 p a , …，是出现在公式乂和万中的所 

有原子变元，如果足则 

证明因力足即 

A(P 1} P 2t P.)^B{P 1} P, } *», P w ) 

是一个重言式，故 

~]仏…， ^ np Xj ip 3j ^ 
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也是一个重言式。即 

id , …， u 找 eriiv m ) 

由定理 1 - 7 . 1 得 

P 3) - } Pu ) 

因此 a ^ b * n 

例雇 4 . 如果 2 ( p , ^ b ) 是 PUQAnoai 5 )), 求它的对偶式 
as )。 并求与 2 及丄* 等价，但仅包含联结词 “ a ”、“ v ” 及 “ n ” 的公式。 

解因 a 抝是 ptwAnaupx ) 

故 A*(p y Q t wvnoM 巧） 

但 p ^( QAmmm^ncPA { qacrvp ))) 

所以 p^«?vn(iJt-P))^n(Pvcev<By\p») 

从真值表筘对偁律等可以简化或推证一些命题公式。同一命 
題公式可以有各种相互等价的表达形式』为了把命鹿公式规范化, 
下面讨讼命題公式的范式问题。 

定义1>7.2 —个命题公式称为合取范式，当且仅当它具有 
型式： 

^■1八』3八…八(?0*1) 

其中4都是由命题变元或其否定所组成的析取式。 
例如 CPV 刁 QVii ) A CIPVQ ) A ~] Q 是一个合取范式。 

定义 1-7.3 —个命题公式称为析取范式，当且仅当它具有 
型式： 

… V 丄，0>1) 

其中 2 b 人都是由命题变元或其否定所组成的合取式。 

例如 ~1 PV ( J ^ AQ)V ( i 5 A HQ A iS ) 是析取范式。 

任何一个命题公式，求它的合取范式或析取范式，可以通过 T 
面三个步骤 进行： 

(1) 将公式中的眹结词化归成 A , V 及刁。 

(2) 利用德•摩根律将否定符号 ~1 直接移到各个命题变元之 
前 。 

(3> 利用分配律 、结 合律将公式归约为合取范式或析取范式。 
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钶 题& 求 ( PA ( Q — 的合取范式 0 
解 iPA C 1 QVH)^S 

(PA C1Q VB))VS^-\PW (QA ~is) V 及 
<=>(^ PV ^) VC ^ A ~1 B ) 

玲 （HPV^ vg) A OP V 占 V HB) 

例求 n(pv^) 忒 的折取范式。 

解因为有公式 

AB)V (~U A nB) 

故 n(PVg)^(^A ^PVQ) A (PA0) V«PV<3)A-lCPAg» 

<^chpa nQAPAg)v((PV0 a rypv ng)> 

^CIPA na APAQ)ViPA~\^)V(.QA ~1F) 
VCPA-\Q)V{QAnQ) 

一个命题公式的合取范式或析取范式并不是唯一的。例如 
PVCQAJ 2) 是一个析澉范式,但它亦可以写成 

； PV (Q AiJ )^( PVQ ) A ( PVR ) 

^( PAP ) v ( PAH ) V ( QAP ) V ( QA - B ) 

为了使任意一个命题公式，化成唯一的等价命题的榇准形式， 
下面介绍主范式的有关概念。 

定义 1 H n 个命题变元的合取式，称作布尔合取或小项， 
其中每个变元与它的否定不能同时存在，但两者必须出现且仅出 
现一次。 

例如，两个命题变 元尸和 a 其小 项为 ： p ~ijp 

AQ t IP A " IQ 。 

三个命题变元尺 a 足其小项为： PAQA ^. PAQA ' lii , 

PAHQA^ PAHQAH^ ~[PAQA^ HPAQA^E, HP 
AHQAiS, "IPAHQAn^o 

一般说来， n 个命题变元共有 2" 个小项。 

表 ] -7.1 列出两个变元 尸和 Q 及其小项的真值表。 

从这个真值表中可以看到，没有两个小项是等价的,且每个小 
项都只对应尸和 Q 的一组真值指派。使得该小项的真值为 
. 这个结论可以锥广 到三 个以上的变元情况，并且由此可以作 

I 
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mom 口一 iPmMn 及 

^ooi^ "*1 -P A A ^ 

(Wiju^^IPAQ A-B 


m 100 -PAn<?AnS 

一 l 公八丑 
wiua^-PAQAHB 

AS 
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出一种编码，使? I 个变元的小项 4 以很快地写出籴。现按三个療 
元劳例说明如下。 

设么 i ? 为三个命题变元,其真值 T 和 F 分别记为“1”相 
“0^则小项的真值表如表 1-7.2 所沄。 

小项有如下几个性质： 

(1) 每一个小项当其真值指派与编码相同时，其真值为 
在其余沪一 1种指派情况下均为1?。 

(2) 任意两个不同小项的合取式永假。例如 

八叫00= C1 ? 八~ IQ 八及）八 ( P 八八]及） 

< F ^ PAPA ~\ QhRA ~ W<^F 


(3) 全体小项的析取式永为真， 记为: 



Tre^wtoV 叫 V …V 


定义 1-7.5 对于给定的命题公式，如果有一个等价公式，它 
仅由小项的析取所组成』则该等价式称作原式的主析取范式。 
一个公式的主析取范式可用构成真值表的方法予以写出。 
定理 1-7.3 在真值表中，一个公式的真值为 r 的指派所对 
应的小项的析取，即为此公式的主析取范式。 

证明设给定公式为為其真值为^的指派所对应的小项为 
m [ } ^ 这些小项的析取式记为及为此要证2台足即 

要证 i 与在相应指派下具有相同真值^ 

首先对4为^的某一指派，其对应的小项为螭，则因为 W 
为而 mi , wk ，、 …，地均为 A 故五为 

其次，对/为 F 的某一指派，其对应的小项不包含在 刀中， 
即 « …乂 均为叉 故 B 为 F。 因此，2玲1?。 口 


例题《给定 p — 仏尸和 ncPAo , 求这些公式的主析取范式。 
解三公式的真值表如表 1-7.3 所示。故 

P -^ Q^CIPA 1 Q)V 门尹⑽ V ( PAQ ) 

PVQ ^< r \ PAQ)V ( PA ^> V ( PAQ ) 

mp/\Q)^<r^ t \n^)v r\F aq^v cpah ?) 
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例题 7 设一公式 A 的真值表如表 1-7. 4所示。 

表 1一7-4 


求公式2的主析取范式。 

解： 公式 A 的主析取范 式为： 

a^paqa 丑 ） v (paa "TB) v C1PA n<3A ns) 

I 

除了用真值表方法外，也可利用等价公式构成主析取范式。 

例题 S 求 CPA <3) V (" TPA 五 ） V ( QAiS ) 的主析取范式 D 

解 V ( n ^ A 5 A (<? Vne )> 

^ ^(FAQAB)ViPAQA~]S)V(~]PARAQ^ 

例 me 试求？—0^"^)六"1〔1^"1^))的主析取范式0 
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解 p ->{ ( P — 仍 HP )) 

^ nPViC ] P ^ Q ) A ： QAP )) 

^PV CO^A ^AP>V(gA§AP)> 

㈡ m ClP AQAF)V<QAF) 

^^]PV {Q AP ') 

^ OPA ( gV " l ^)) V ( g /, P ) 

^K~l^A«)'/ C]PA ~\Q)V^PAQ) 

由上述各例我们看到，一个命题公式的主析取范式，可由两种 
方法构成。一是由公式的真值表得出，另一是由基本等价公式推 
出。其推演步骤可归 纳为： 

(1) 化归为析取范式。 

( 2 ) 除去析取范式中所有永假的析取项。 

(3) 将析取式中重复出现的合取项和相同的变元合并 a 

(4) 对合取项补入没有出现的命题变元，即添加 （ PAHP ) 

式，然后,应用分配律展开公式。 

对于一个命题公式的主析取范式，如将其命题变元的个数及 
出现次序固定后，则此公式的主析取范式便是唯一的，因此，给定 
任两个公式，由主析取范式可以方便地看出两个公式是否等价。 

与主析取范式类似的是主合取范式。 

定义 1-7.6 n 个命题变元的析取式，称作布尔析取或大项。 

其中每个变元与它的否定不能同时存在，但两者必须出现且仅出 
现一次。 例如， 

PVQ, PVHQ, HPVQ, HPV1Q 

又如 p^qwk pvqvh 足…， 

每个大项可用《位二进制予以编码： 

若2 

M 10 -^[ PWQ , M ^~] PV~]Q 

若 Ti = 3 

Jtfooo =^P VQV Jtfioa = ~1^ VQ V ^ 

_ _ I 



m wx ^p\/Q\/ ~j-Bj ~]py Qv I-® 

= 尸 V |Q V ~LPV ~]Q V -K 

^=pvnQvnii, M m =npv'iQv'iij 

大项有如下 性质： 

( 1 ) 每个大项当其真值指派与编码相同时，其真值为 c 在 
其余2«-1种指派情况下均为 r 。 

(2) 任意两个不同大项的析取式为永真。 


^ j ) 

(3) 全体大项的合取式必为永假，记 为： 

n AA … AF 

*=o 

定义 1-7.7 对于给定的命题公式，如果有一个等价公式，它 
仅由大项的合取所组成，则该等价式称作原式的主合取范式。 
一个公式的主合取范式亦可用真值表的方法予以写出。 

定理 1-7.4 在真值表中，一个公式的真值为 F 的指派所对 

应的大项的合取,即为此公式的主合取范式。 

证法与定理 1-7.3 相同 3 □ 

例题10利用真值表技术求 ( PAQ ) vOf /\ s ) 的主合取范式与主析 
取范式。 

解公式 ( iMO ) V OP A if ) 的真值表如表 1-7.5 所示* 


表 1-7.6 


■EB 

<3 

BS 

1 PAQ 


T 


n 


T 


mm 


F 



^3 

F 




T 




T 




mam 




^3 

Sb 

El 


HPAB 


F 


F 


F 


F 


T 


F 


T 


F 


(PAQ) VOPAS) 


T 


T 


F 


F 


T 


F 


T 


F 
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故主合取范 式为： 

(PA g) V CHPA j?) ^ (HPv £? V n^R) A{~{PVQvn} 

A ( PV ~^ VR ) AQPVQVB；y 

主析取范式为： 

< ： PAQ)V C1PAB)^CPAQAR}V (: PAQA^\R) 

V A Q A 丑) V (~|PA 1AiZ) 

—个公式的主合取范式,亦可用基本等价式推出,其推演步骤 
为： 

I 

a ) 化归为合取范式。 

(2) 除去合取范式中所有为永真的合取项。 

(3) 合并相同的析取项和相同的变元。 

(4) 对析取项补入没有出现的命题变元，即添加 （ PVHP ) 

式,然后,应用分配律展开公式。 

| 

例箴11化 (paq) vrifMi?) 为主合取范式， 

解 (PAQ)V nPAB)<=>((PAQ) VHP) A((PA Q) ViS) 

^( pvn ^) A ( gvnp ) A ( Pv ^) AcgvB ) 

^( gvn ^) A ( P ^- B ) ACQVJJ ) 

^( QV ^\ PV ( BA ^)) A ^ VBV ( QAnQ }) 

A { QVnv ( PA ^\ P )) 

^ cgvn ^ vJS ) A<gvnpvn-B) acpv^rv® 

A { PVBvnQ ) ACQVRVP ) A { QVEV - iP ) 

㈡ (WQV 丑) AOPVQV]iO 

AC ^ Vn ^ VJS ) A ( FV ^ VS ) 

为了使主析取范式和主合琅范式表迖简洁，我们今后用2表 
示小项的 、析取 ， 2( 尤 t 即表示叫 VmyVmw 用 n 表示大项的 
合取 i A 表示札 A 轧 A 由这样的约定，例题 10 可以表 
达为： 

(PAQ) V C~[P AH )^mooi VV ^io V iniii = 21,33,7 

(P AQ) V {li 5 A Ji) 杉丑 ooo/v>3f M o 八 Jf 100 八 llfl.nji 

可以证明,如果命题公式 P 的主析取范 式为： 

2^1, k 
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则 P 的主合取范式为： 

nOj 1 ， 2, L 一 1, ** w j … I 2’ 一 i 

1-7 习题 

CD 求公式 PA ( P — ⑺的析取范式和合取范式。 

(2) 把下列各式化 為析取 范式。 

a) (nPAQ)-^R 

b) P^{{QAR)^S) 

c) ncpvDAcs—n 

d) (P-^) —S 

e ) n ( PA « M ( Pvg ) 

(3) 把下列各式化为合取范式。 

a) PVdWAB) 

b) n(P->^)V(PV«) 

c ) ncp -> Q ) 

d) (P—0)—is 

e ) 门 PA 0 V CP AD 

(4) 求下列各式的主析取范式及主合取范式/并指出下列各式啷些是重 
言式 0 

^ ciPvnQ)^p^nQ) 

b> QA(PVD 

e) PV C1^(QV 

d) (P—a?Ai2 〕） A( ， —dAliO) 

e) P—P)) 

f ) /\( t \ paq ) 

(5) 用将合式公式化为范式的方法证明下列各题中两式是等价的。 

a) (^S) A^ ： 3ACy 

c) AABACn^V^B), n^An^AUVB) 

( G ) 如果弘 S ) 由 ieUQA 一巧）给出，求它的对偁 A *( 汽 
Q , S ), 并求出与乂及，等价且仅包含联结词乙 “7”及“_|”的公式。 
(7) A B , C , D 四个人中要派两个人出差，按下述三个条件有几种派 

法？.如何派？ 

■ 
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①若乂去则 C 和 D 中要去一人； 

③ B 和 G 不能都去； 

③ C7 去则力要留下。 

(8) 三人估计比赛结果，甲说第 一 ， B 第二” Q 乙说 “ G 第二， D 第 
四' 丙说第二， D 第四”。结果三人估计得都不全对,但都对了一个，问 
2、S、CU> 的名次。 

1-8 推理理论 

在数学和其它自然科学中，经常要考虑从某些前提 
/«能够推导出什么结论。例如从分子学说，原子学说，能眵得到 
什么结论，从光的波动学说，能得到什么结论等等 P 我们一般地 
要对“假设”的肉容作深入分析，并推究其间的关系，从而得到结 
论。但也有一些推理，只需分析假设中的真值和眹结词，便可获得 
结论。 

在实际应用的推理中，我们常常把本门学科的一些定律、定 
理和条件，作为假设前提，尽管这些前提在数理逻辑中实非永真, 
但在推理过程中，却总是假设这些命题为 A 并使用一些公认的 
规则，得到另外的命题,磨成结论，这种过程就是论证。 

定义设2和 C 是两个命题公式，当且仅当为 
—重言式，即称0是2的有效结论。或 t 7 可由2逻辑地 
推出。 

这个定义可以推广到有 n 个前提的情况。 

设丑 u Eh 丑 是命题公式，当且仅当 

八 丑3 人…八 ( A ) 
称 C 是一组前提瓦 L , 丑 3 』…，及„的有效结论 

判别有效结论的过程就是论证过程,论证方法千变万化，但基 
本方法是真值表法、直接证法和间接证法。 

(1) 真值表法 

设 A , A 是出现于前提私，私及-和结论 C 

■ 

中的全部命题变元,假定对^ P * 作了全部的真值指派, 



这样就能对应地确定 丑^ ，丑 h 丑和 G 的所有真值，列出这 
个真值表，即可看出 ( A ) 式是否成立。 

因为若从真值表上找出 j ? i , 丑…，丑》真值均为 r 的行， 
对于每一个这样的行，若 o 也有真值 r , 则 （ a ) 式成立，或者看 o 
的真值为 f 的行，在每一个这样的行中，及 t ，丑 t …，丑》的真 
值中至少有一个为€则 ( A ) 式也成立。现举例说明如下。 


例题1 一份统计表格的错误或者是由于材料不可靠，或者是由于计算 
有错误；这份统计表格的错误不是由于材料不可靠，所以这份统计表格是由 
于计算有错误。 、 

解没各命题变元为 

P : 统计表格的错误是由于材料不可靠。 

<3：统计表格的错误是由于计算有错误。 

本例可 译力： <2是前提 PV 仏^的有效结论，即 

HPA(PVC)^ 

我们列出真值表 1 - 8.1 如下 


表 m 


F 

. 9 I 

rvg 

I np 

T 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

J? 

F 

T 

T 

T 

F 

F 

F 

T 


从表上看到只有在第三行 PV 公和一的真值都为1%这时的真值 

亦为 T 。 故 

( PVG ) An ^)^ 

成立。 

或者考察 G 的真值为 F 的情况，在第二行和第四行，其相应的 PV 分或 
_) P 中至少有一真值为 A 故亦说明 （ PV 奶 成立。 

例题2如果张老师来了，这个问题可以得到解答，如果李老师来了，这 
个问题也可以得到解答,总之張老师或李老师来了，这个问题就可得到 解答。 
解若设 张老师来了。 

Q ： 李老师来了 a 






B ： 这个问题可以得到解答。 

上述语句可翻译成下述命题关系式 

<F-> B) A 五） A(PV 

列出真值表 H 2 如下 

表 1-8.2 



PV« 


从真值表看到， P—l PVQ 的真值都为 T 的清况为第一行、第 

三行和第五行，而在这三行中 B 的真值均为 r fl 故 

(P^E)A A< ： PVQ) =^B 

{2} 直接证法 

直接证法就是由一组前提，利用一些公认的推理规则，根据已 
知的等价或蕴含公式,推演得到有效的结论。 

P 规则前提在锥导过程中的任何时候都可以引入使用。 
规则在推导中，如果有一个或多个公式、重言蕴含着公式 

^则公式汉可以引入推导之中。 ， 

现将常用的蕴含式和等价式列入表 1-8.3 和表 1-8.4 中。 

例题 1 证明 八 ( P ^ B ) A (^ S)^SVE 

证法 1 (1) PVQ P 

(2) 一 IP—<3 TO) E 

(3) Q^S P 

(4) ~\P^S T(2), (3) 1 
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f \ q^qap 

FVQ^QVP 
( FAC 3) A ^ PAC < JA 5) 
(PVQ) V^PV(QVR) 

PACQVK)^(FAQ) V(FAS) 
PV (QAS)<^(PVQ) A (FVB) 

n(PAQ)<=>nPv^^ 

n(FVQ)^-[PAnQ 

P V F<=>P 
PAP^P 

sy C^AnP)^B 
BA(PV"lP)^ 

BV(PVn^)<^T 

5 A (PA "IP) 

P 4 J ㈣] P v 。 

n(p^)^An5 

p— (g^s) <n> (P a «3) 

㈡ (p-+q) a (g^p) 

VO^PA D 


faq^f 

PAQ=>Q 

P^rvQ 

Q^PvQ 

n p =^ F^g 

Q 今 P—Q 
n (P^Q) 兮 p 

F t Q^FAQ 

nr , 

F ， P^>Q^Q 

] q , p~^^np 

■ P ~~>0, Q — 丑 =^ P~>E 

PVQ t P ^ B t 
A -^ B =^( AVC )^( BVC ) 

^A—^S=^ A C) — ► fB A G) 



1 - 8.4 


^^^^^^^^^sf^^ff^pl^^^^^^^ 











(6) 

r^n 

(6) P—H 

P 

(7) ^]S-^R 

^5), C6) I 

(8) SVB 

T(T) E 

证法 2 ⑴ 

P 

(2) PVQ->^VQ 

m)z 

(3) Q-*S 

P 

<4) QVR^SVR 

T(3)I 

¥ 

(5) PV^^Vi* 

T(2 ), ⑷ Z 

C6) PVQ 

P 

(7) SVU 

巧 5), <6) Z 

例通 s 证明 

iwv^)^K v^cys, Sav ， ~]CA~\u=^~]W 

证明 （ 1) ~]CA~\^ 

P 

(2> -]U 

Tan 

(3) S—V 

p 

(4) ^3 

T(2X (3) 1 

(5) ^0 

T{1) I 

(6) -\CA~]^ 

^(4),(5) l 

(7) _1(CV 汉） 

T(6)E 

(8) iWVR)^V 

P 

(9) V—(CVS) 

P 

(10) iWVB)^{0VSy 

观 ⑼叉 

(11) _1(TFV 抝 

^(7), (10) 1 

(12) —T^A—l 丑 

T(11)E 

(13J ^\W 

T {12)1 


(3) 间接证去 

定义 14.2 假设公式 丑 3, …， 中的命题变元为 
Pl f Pa , •**, Pn f 对于&，巧 A 的一些真值指派，如果 
能使迅八丑 3 八…八 及„的真值为 r , 则称公 式迅， 迅，… 

是相容的。如果对于 iV 尸 2 ,……, Pn 的每一组真值指派使得 
疋八丑 3 八…八 J ?» 的真值均为晁则称公式 J ? a , ……， 

是不相容的《 
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现在可把不相容的概念应用于命题公式的证明。 

设有一组前提，丑 3 ，丑~要推出结论 C 即证丑 iA 

记作及今£?,即 ~] 0 ^~] S 为永真，或 ovns 
为永真，故 no 为永假 Q 因此要 证明及 lA ^ HaA …八 

只要证明丑^丑 3 ，…， 是不相容的 。 

例题 3 证明 4 —氐 ncsvo 可逻辑推出 n 』 


证明 (1) a^b P 

⑶ A P (附加前提) 

(3) ^l(BVO P 

<4) n s An ^ TiB)E 

(5) B T(lh (2)1 

( e ) T (4 )i 

(7> 五/^—1石(矛盾> T (5), (6)1 

例题 4 证明 CPVQ) A CP—B) A iQ^S^SyB 
证明⑴ HC ^ VS ) P (附加前提) 

<2) m 丑 t(i> 丑 

⑶ PVQ p 

(4) —ip— g T(3) S 

(5) P 

(6) ^iP^S T(4>, (5)7 

(7) —P r(6 ) 五 

(S) (—1^ A IK)—(P 八 —IB) ^(7)1 

(9) PAH® T{2),i8)l 

(10) P^R P 

(11) —jPVB T (10) B 

(12) n ( PAlE ) r ( ll ) E 


<13) (PA—|B) A HO 5 AD (矛盾 W ⑼， （ 12) J 
间接证法的另一种情 况是: 若 要证迅八丑： jA …八丑*=今0?— 
G ) 0 设丑 ！ 八丑 a A ..* AHm 为况即证5=今(丑4(7)或 

G ) r 故为永真式。因为5^0五 
H \/ G )^ C ^ 3 \/~] B ) yc ^ r ~] ( 8 AB ) yG ^( SMt )^ O f 所以若 

将忍作附加前提，如有 (5 A 5)=^, 即证得⑺。 由⑶ 八 

证得 { Br ^ O ) 称为 OP 规则。 

•矽 • 












例理 5 证明 s 重言蕴含 


⑴ D 

P (附加前提) 

(2) ^\ DV ^ 

P 

(3) A 

T 〈 1 乂⑵ I 

(4) 

P 

(5) B^O 

T ( 3 ), (4) 1 

(6) B 

P 

(7) C 

^(5), (6) £ 

(8) 

CP 


例届 6 设有下列情况，结论是否有效？ 

( a ) 或者是天晴,或者是下雨。 

Cb ) 如果是天晴,我去看电影。 

(<0如果费去看电影，费就不看电。 

结论： 如果我在看弔则天在下雨。 

解若设 Af ： 天晴。 Q t 下雨。 

的 j 看电影。 尽我看书》 ' 

故，本题即证1 推出芯—殳 

因’为 CMV 0 妗 "1( 風 


a) b 

0 附加前提) 

(2) S^^lR 

P 

(3) 丑 ― 一 1 汶 

T(2) E 

(4 ) ， 

T(l) (3)1 

(5) M^S 

P 

(6) n 双 

T(4), (5) I 


P 

(8) 

T(7) E 

(9) A ClQ^M) 

T ⑻ E 

CIO) 

TC9)Z 

(11) 

T(10) E 

(12) Q 

增， (11) I 

(13) B^Q 

CP 


t-S 习题 

( IX 用推理规則证明以下各式。 


嚐 
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b ) Sv&=^MvN 

c) BAC , ⑽ ( P ^ G'm 

d) P -^ Q , (~\Q VB ) A "IS, ^ idPASy^S 

(2) 仅用规则 P 和 r , 推证以下公式。 

a) ^AyBj £7— 一 ] _i<7 

c) Aj LD ， I>M 及 — FaA—F 

d) A^{BAG), ^}BVD, B->{AA~\S^B-^E 

e) < ： A^B) A (C^D), {3^E) A (D^F) t ^{EAF), A->C^~\A 

(3) 用 CP 规则推证上题中的 a)，b), c), d) 各式 fl 
⑷证明下列各式。（如果必要，可用间接证法。） 

a) {jR->"]^), 况 — 1, P ^ Q^~]P 

b) “ 一 1 仏 

c) nCP—«)—"1CBVSL C(^p) 

(6) 对下面的每一组前提，写出可能导出的结论以及所应用的推理规 

a) 如果我跑步，那么，我很疲劳。 

我没有疲劳。 

b) 如果他犯了错误，那么，他神色慌张， 

他神色慌张。 

cs) 如果我的程序通过，那么，我很快乐。 

如果我快乐，那么，阳光很好。 

现在是晚上十一点,天很暖。 

# 1-9应 用 


我们可以将学过的命题逻辑知识应用于日常生活和工程技术 
中，特别是在电路设计中应用更广。为了今后组合电路逻辑设计 
的需要，现将与命题逻辑联结词相对应的门电路汇总于图1-9.1。 
下面给出一些综合应用例题。 

例题1 —家航空公司，为了保证安全，用计箅机复核飞行计划。每台 
计算机能给出飞行计划正确或有误的回答。由于计算机也可能发生故蹿，因 
此采用三台计算机同时复核。由所给答案，再根据“少数服从多数”的原則作 
出判断,试将结果用命题公式表示,并加以简化,画出电路图 


*47 







Q 


图 1- D.l 


解： 设 G 分别表承三台计箅机的答案。 S 表示判断结果。根 
据题意有 1-9.1 表的真值表。 

表 H 1 


Cl 

C 2 


S 

F 

F 


F 

F 

F 

T 

F 

F 

T 

F 

_ 

_ 

F 

F 

T 

i 

T 

T 

T 

F 

^ ! 

i 

F 

T 

F 

T 

T 

T 

T 

F 

T 

T 

T 


T 


1C X AC S AC^V i<hh no a A C3) 

V (0±AC^A V (P±AO^jAO^) 

V <70 A <>2 A ^ a ) V (PxA C — VC^) AO^) 

V 吩 AGA ( GVD ) 

吟沿 Ac 3 ) v {CtAC^V (C±A0 2 ) 

电路图如图 H 2 所示。 

例題 3 有一会议室，四周都有出入门，门旁装有开关（双态开关) c 为 
了控制全室的照明,要求设计一个线路，使得改变任一只开关的伏态,就能改 

* 祁. . 




变全室的明暗。假设，室中无人时灯暗，有人时灯亮。写出控制电路的逻辑 
衷达式并画出电路图 e 

解会议室四扇门旁的开关表示为 A , A , A 。“ O y 表示开关断 
开，“1”表示开关接通。 S 表示会议室的照明状态，“1”表示全室灯亮， “0" 
表示全室灯暗。 

假设开始时,室内无人,灯暗,四只开关都处于状态。有人进入室内 
肘,随手改变门旁的开关状态，则会议室灯亮，沒为“1”。此时四只开关中有 
三只 c 奇数)处于状态。最后一个人离开会议室时，随手改变 n 旁的开关 
状态，会议室灯暗，^如果该门恰是首次进入的门，則四只(:偶数)开 
I 关都处于％”状态。如果该门是另一扇门,则有两只(偶数)处于“0”状态。以 
此类推,总之，当有偶数只开关处于 “0” 状态时，0为有奇数只开关处 
于 “0” 状态， 则沒为 所以,我们有： 

n^aA^) V Cl^iA A A A 

V i~\K± AAA V AA~] 瓦 *) 

V C^T^l A A -^3 A V (^i A A ^"3 A S"*) 

V A-E'a A ^1-Ka A -6^) V {-E"i A ^ A ^3 A ^1^4) 

拉 riL An^A {K^Vk^ V C\K^ A n^4 A {K^VK^ 

V {^ AK^A Cifi V ^» V (^lAS^A ( S ：； V 艮 ）） _ 
^CIC^K,) A CK 3 ~VK^) V as{vK,) A~1 C^aV^)) 
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b 




bi 




d 


图 1-9.4 


电路图如图 : H 3 所示 & 

例题3设计一台自动售货机，它只能接受一分和二分硬币，当投入硬 
币总值超过三分时，给出一根棒糖，并找回余额。 

解将投入硬芾的情况分别表示力： 


CO , 0] 
[0,1] 
Cl, 0] 

[ i , ij 

[0,0] 
[0,1] 
[1,0] 
[ 1 , 1 ] 

[ 0 ] 

m 


投入 o 个一分硬 m ^ 
投入 i 个一分硬币 
投入2个一分硬币 
投入3个一分硯币 


投入0个二分硬币 
投入1个二分硬币 
投人2个二分硬币 
投入3个二分硬吊 


投入硬币总额不满三分，不给棒糖 
投入硬币总額起过三分，给出一根棒 
糖 


D ~[_ d 2 

C 0] 无余额找 

[1] 要找余额 

根据题意，有真值表 1-9 . 2。 

c^C~]a^A ]a s AbiA V CH 叼八 A h A &s) 


V AH^iA^) V Clai A ^ A 6i A ^> 2 ) 


•50 


参 


V <T]ai A Ct 2 Ml Aba) V (a 3 A ~\^2 A ~i 6 ! A b a ) 

V C^i A ^2 Ab x A V (^A n^A&i A&a> 

V C^i Aa^A ^]biA ~1&3) V (a^ A cfs A ~l&i A 

V (aiA^A^iAH^) V C^iA«aA&i A&O 

A ^ 3 ) V (a a A V (^ 1 A^a) V &i 
A ~K A&iA V Cl^iA ~1^3 A^iA 

V (*l^i A^Abf A n b s) V (n^iAajAfei Aba) 

V (^iA 一 ] A A _]ti A D V C-^t A 一 ] A Ati A — |&a) 

V (^A 一 1^3 A A fe a ) V OhA h A h A b 2 ) 

V (^i A^A^iA n & s) V C^i Acc a A 61 A & 2 ) 

J A E>s) V &i 





对应的电路图如图 1-9.4 所示 & 

例殲4有一逻辑学家误入某部落，破拘于牢狱，酋长意欲放行，他对逻 
辑学家说=“今有两门，一为自由，一为死亡,你可任意开启一门。为协助你脱 
逃，今加派两名战士负责解答你所提的任何问题。惟可虑者，此两战士中一 
名夭性诚实,一名说谎成性，今后生死由你自己选择^”逻辑学家沉思片刻，即 
向一战士发问，然后开门从容离去。该逻辑学家应如何发问？ 

解逻辑学家手指一门问身旁一名战士说：“这扇门是死亡门，他(指另 
一名战士)将回答‘是、对吗？” 

当被问战士回答“对^则逻辑学家开启所指的门从容离去。当被问战士 
回答“否\则逻辑学家开启另一门从容离去^ 

分折： 如果被问者是诚实战士，他回答 “对' 則另一名战士是说谎战 
士，他回答“是'那么，这扇门不是死亡门。 

如果被问者是诚实战士,他回答“否”。则另一名是说谎战士，他回答“不 
是、那么> 这扇门是死亡门 & 

如果核问者是说谎战士,可以类似分析。 

设被问战士是诚实人。 

Q ： 被问战士的回答是“是\ 

另一战士的囬答是“是”。 

S , 这扇仃是死亡门。 

我们有真值表 1-9. 3。 


表 1-9 3 



s^(PAnQ)vr}PA-\Q) 

^( PVHF ) 

因此，当被问人回答“是”时，此门不是死亡门，逻辑学家可开此门从容离 
去。当核问人回答“否”时，此门是死亡门，逻辑学家可另开一扇门从容离去 

1-9 习® 

CD 银行的金库装有自动拫筈装置。仅当总经理室的一个人工控制开 
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关合上时，它才能动作。如果这个人工开关合上』那么当金库的门被撬或者 
当工作人员尚未切断监视器电源且通向金库的通道上有人时，就要发出普 
振。试设计这个控制线路。 

<2)设计一个控制盥洗室照明的电路，使得分别装在卧室和盥洗室的两 
只开关都能控制照明。 

( 3 ) 设计一个二进制半加器的电路，它的功能如表 1 - 3.4 所示。其中$ 
和是被加数， S 是和， C 是进位。 


表 1-9-4 



y 

S 

C 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

■ 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 


(4) 设计红绿灯自动控制线路。要隶传惑器中计数器内容忑当^>5 
此 亮绿灯，当名<2时,亮红灯,当2<名<5时，亮黄灯 * 
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第二章谓词逻辑 

在命题逻辑中，主要研究命題和命题演算，其基本组成单位是 
原子命题,并把它看作不可再分解的。 

但是原子命題,实际上还是可以作进一步分析的，特别是两个 
原子命题间，常常有一些共同特征，为了刻划命题内部的逻辑结 
构，就需要研究谓词逻辑。 

此外，命題逻辑的推证中有着很大的局限性，有些简单的论断 
也不能用命题逻辑进行推证 3 

例如，所有的人都是要死的，苏格拉底是人，所以苏格拉底是 
要死的。 

这个简单而有名的苏格拉底三段论，都无法用命题逻辑予以 
推证。这些都使我们要对命题的内部关系进行深入地研究。 


2-1 谓词的概念与表示 


命題是反映判断的句子,不反映判断的句子不是命题。一般地 
说，反映判断的句于是由主语和谓语两部份组成。例如，电子计算 
机是科学技术的工具。其中“电子计算机〃是主语,“是科学技术的 
工具”是谓语。主语一般是客体；客体可以独立存在,它可以是具体 


的，也可以是抽象的。 例如: 小王、老师、3, < x x 代表团、唯物 


主义等。用以刻划客体的性质或关系的即是谓词。倒如；张三是 
个大学生，李四是个大学生，这两个命題可能用不同的符号 P、Q 
表示，但是 P 和 Q 的谓语有同样的 属性： “是个大学生”。因此引 
入一个符号表示‘‘是个大学生'再引入一种方法表示客体的名称, 
这样就能把 “x x 是个大学生”这个命题的本质属性刻划出来。又 
例如： 
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(a) 他是三好学生。 

( t ) 7是质数。 

( c ) 每天早晨做广播操是好习惯。 

( d ) 5大于3。 

( e ) 哥白尼指出地球绕着太阳转。 

在上述语句史“是三好学生 '“是质数' “是好习惯”，大于”、“指 
出”都是谓词。前三个是指明客体性质的谓词，后两个是指明两个 
客体之间关系的谓词。 

我们将用大写宇母表示谓词，用小写宇母表示客体名称，例如 
A 表示“是个大学生 ' c 表示张三， e 表示李四，则 4( e ), 40) 分别 

表承“张三是个大学生”,“李四是个大学生' 

用谓词表迖命题，必须包括客体和谓饲宇母两个部份，一舨地 
说,是 f 类型的命题可用 A ( b ) 表达。对于、是小于6” 这种 

两个客体之间关系的命题，可表达为丑(\ &), 这里 i ? 表示“是小 
于”。又如命题“点 a 在&与 e 之中”可以表示为 i : …在…和…之 
中，故可记为 H 

我们把称作一元谓词， B ( a f b ) 称作二元谓词,6, 
c ) 称作三元谓词，依次类推。 

注意,代表客体名称的字母，它在 麥元谓 词表示式中出琛的次 
序与事先约定有关，因此未经约定前，上例记作卩， c ) 或 i (6 
c , 4等都可以，但一经约定， L ( a , b f c ) 与 L ( b ， c , a ) 就代表两个 

不同的命题。 

单独一个谓词不是完整的命题，我们把谓词字母后填以客体 
所得的式子称为谓词填式，这样谓词和谓词填式应该是两个不同 
的概念。 

—般地说，《元谓词需要《个客体名称插入到固定的位 置上， 
如果3为你元谓词』办，办，…， A 是客体的名称， 

…， O 就可成为一个命题。 

通常,一元谓词表达了客体的“性质' 而多元谓词表达了客体 
之间的“关系' 
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2-2 命邇函数与最铒 

为了说明命题函数的概念，下面先举例解释命题与谓词的关 
系 o 

设丑是谓词“能够到达山顶 ' e 表示客体名称李四， i 表示老 
虎，表示汽车，那么丑 d H ( t ) } 丑⑷等分别表示各个不同的 
命鼠但它们有一个共同的形式，即丑⑷。当*分别取时 
就表示“李四能够到达山顶”，“老虎能够到达山领”，“汽车能够到 
达山顶”。 

同理，若 y ) 表示％ 小于 V ’，那么 L (2 f 3) 表示了一个 
真 命題： “2小于 3' 而 i (5, 1) 表示假命题： “6小于1”。 

又如2(% I 3) 表示一个关系％加上 y 等于则 2(3, 

5) 表示了真命题 “3+2=5”，面幺 (1, 2, 4) 表示了一个假命題 
“1+2-4”。 

从上述三个例于中可以看到 H ( x) J L ( m , y ), A ( p f y , z ) 本 
身不是一个命题，只有当变元 A % 2 等取特定的客体时，才确定 
了一切題 0 

定义 U .1 由一个谓词，一些客体变元组成的表达式称为 
简单命題函数。 

根据这个定义可以看到， n 元谓词就是有 m 个客体变元的命 
題函数，当 n = t > 时，称为0元谓词，它本身就是一个命题，故命題 
是 n 元谓词的一个特殊情况。 

由一个或《个简单命題函数以及逻辑联结词组合而成的表达 
式称复合命題函数。 

逻辑联结词 V 、4、 C 的意义与命題演算中的解释完 
全类同。 

例； L 设汉 0) 表示％ 学习根好”,用研⑷表示^工作很好”。 
则 1^(^) 表示义学习不是很好”。 S ( x ) AW (<^) 表示％的工作, 
学习都很好”。这⑷―妒0)表示“若 a 的学习很好，则$工伤 
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得很好。” 

例3用丑(％力表示％ 长得髙”。设 i 表示李四，表 

示张三。 

则一 l^a C ) 表示“李四不比张三长得高”。 { l t o ) A 
ns ( c t i ) 表示“李四不比张三长得髙”且“张三不比李四长得高” 
即“张三与李四同样高”。 

例3设汉）表示比 y 重”，当 a y 指人或物时， 
它是一个命题， 但若心 指实数时， Gh 幻就不是一个命 
题。 

命题函数不是一个命题，只有客体变元取特定名称时，才能成 
为一个命連。但是客体变元在哪些范围内取特定的值，对是否成 
为命题及命题的真值极有影响。 

例 4 表示是大 学生' 如果 $ 的讨论范围为某大学 
里班级中的学生，则五 (4 是永真式。 

如果0的讨论范围为某中学里班级中的学生，则 is 0»)是永假 

r 

式。 

如果*的讨论范围为一个剧场中的观众，观众中有大学生也 
有非大学生，那么，对某些观众，丑0)为真，对另一些观众， B { X ) 

为假。 

例5 ( P ( x f v ) AP ( y f 

若 P {^ 幻解释为、小于，，当都在实数域中取值，则 
这个式子表汞为：“若 ® 小于 S / 且 y 小于 t 则$小于这是一 
个永真式。 

如杲 P V ) 解释为％为 y 的儿于”，当 HZ 都指人,则“若 
® 为3/的儿于且3/是2的儿子则*是 Z 的儿子”。这个式子表达 
的是一个永假公式。 

如果尸 ㈡ ， W 解释为％距离 J / 10米' 若 a 1 3表示地面上 
的房子，那么 、距 离梦10米且3/距离 s ; 10米则$距离 3 10米”。 
这个命题的真值将由6札2的具体位置而定，它可能为3；也可 
能为 

S 
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从上述两例可以看到，命题函数确定为命题,与客体变元的论 
述范围 有关。 在命题函数中，命题变元的论述范围称作个体域。 
个体域可以是有限的，也可以是无限的,把各种个体域综合在一起 
作为沧述范围的域称全总个体域。 

便用上面所讲的一些概念，还不能用符号很好地表达日常生 
活中的各种命题。例如,.汉 b ) 表示 ® 是大学生，而®的个体域为 
某单位的 轵工。 那么可以表眾某单位职工都是大学生，也可 
以表示某单位存在一些职工是大学生。为了避免这种理解上的混 
乱，因此需要引入量词，以刻划“所有的”和“存在一些〃的不同概 
念。 

例如 0) 所有的人都鼻要呼吸的。 

( b ) 每个学生都^参加考试。 

( o ) 任何整数或是正的或是负的 s 
这三个例子都需要表示“对所有的/这样的概念，为此，引入 
符号( V ®)或表示“对所有的 

若设 ^ 是人』 丑⑼： ® 要呼吸。 

P { x ), x 是学生] Q 0) :要参加考试。 

J0): 怎是整数，是正数，汉(怎)3是负数。 
则上述三例就 记为： 

(a) ⑽ （观0 ) 一丑⑷ ） 

( b ) ㈤ ( POhQ ⑷） 

(o) 

符号 ff V ” 称为全称量词，用来表达“对所 有的” “每-■个” “对任一 
个”等。 

另外还有一类量词圮作 (3®) ,表示 “存在 一些 〆 ’。 

例如 （ M 存在一个数是质数。 

( b ) 一昼人是聪明的。 

( o ) 有些人早饭吃面包。 ' 

设 Fix ), $是质数。 

M ( x ) : 必是人。 ‘ 
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B (^) : a ； 是聪明的。 

a ； 早饭吃商包。 

则上述三例可表示为： 

(a) ㈤（尸⑷） 

( b ) (玉 ）（if ㈤ A 2?⑻） 

(o) (3^) (M (^) A ^ (^) ) 

符号“3”称为存在量词，可用来表达“存在一些”〃至少有一个”“对 
于一些”等 0 

全称量词与存在量词统称为量词，在上述有关量词的例子中 
可以看出，每个由量词确定的表达式，都与个体域有关。 例如: 
(V^) (if 表示所有的人都要呼吸，如果把个体域限制 

在“人类”这个范围内，那么亦可简单地表示为0^)(丑(®))。莅 
这个例子中指定论域,不仅与表达形式有关，而且不同的指定论域 
会有不同的问题真值。如设论域为“人类”则这个命题的真值为 
T 3 如果论域为自然数，则命题的真值为，。为此，在讨论带有量 
词的命題函数时，必须确定其个体域 a 为了方便，我们将所有命題 
函数的个体域全部统一，使用全总个体域。用了这个全总个体域 
后，对每一个客体变元的变化范围，用特性谓词如以限制。一般 
地,对全称量词，此特性谓同常作蕴含的前件,对存在量词，比特性 
谓词常作合取项。 例如： 在全总个体域中 （VaOCETOr )) 可写成 

其中 if ⑷为丑 ㈨的特性谓词。对 (34 
(丑⑷ ） 可写成(士）（及丑& )), 特性谓词限定了 

中变元的范围。 

2-2 习题 


(1) 用谓词表达式写出下列命题 a 
a> 小张不是工人。 

b) 他是田径或球类运动员。 

c) 小莉是非常聪明和美丽的。 

d) 若瓜是奇数，则 2™ 不是奇数。 

e) 每一个有理数是实数 
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f) 某些实数是有理数 a 

g> 并非每一个实数都是有理数 D 

iO 直线 Z 平行于直浅 A 当且仅当宜浅乂不相交于直线 
C2) 找出以下十二个句子所对应的谓词表达式。 
a> 所有教练员是运 动员。 L ⑻, 
b) 某些运动员是大学生。0?(的） 

<=) 某些教练是年老的，但是健壮的。（0(#， F ⑽） 

幻金教练既不老但也不是健壮的。 （J) 
e) 不是所有运动员都是教练。 

0 某些大学生运动员是国家选手。 

g ) 没有一个国家选手不是健 壮的。 

h ) 所有老的国家选手都是运动员 i 

i> 没有一位女同志既是国家选手又是家庭妇女。（取 O ), 丑 ») 
j > 有些女同志既是教练员又是国家选手^> 
k ) 所有运动员都钦佩某些教练。 （2(^0) - 

1>有些大学生不钦佩运动员。 


2-3 谓词公式与翻译 

我 ft 知道，简单命 题函数 与逻辑联结词可以组合成一些谓词 

■ 

表达式。有了谓词与量词的概念，谓词表达式所能刻划的日常命 
题就能广泛而深入得多了。但是，怎样的谓词表达式才能成为谓 
词公式并能进行谓词演算呢？下面先介绍谓词的合式公式。 

我们把 巧，％称作谓词演算的原子公式』其 
中〜％…，屯是客体变元，因此原子谓词公式包栝下述形式的 
各种特例 。如： Q , y) t y) t MwA t 

A ( a f 罗) 等。 

定义 2~ s . l 谓词演算的合式公式 』 tsI 可由下述各条 组成： 

(1) 原子谓词公式是合式公式。 

(2) 若2是合式公式，则 n / 是一个合式公式。 

[注]谓词演箅旳合式公式的严格定义见 “Mattematical Theory of Ctomputation^ 
SOHAB MANNA, p. S3. 
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⑶若 A 和是合式公式，则 
和(2式扔是合式公式。 

(4) 如果盖 是合式公式，$是 A 中出现的任何变元，则 (V0 
A 和 (3W A 都是合式公式。 

(5) 只有经过有限次地应用规则 (1),(2), (3), (4) 所得到的 
公式是合式公式。 

在讨论命题公式时，曾用了关于圆括号的某些约定，即最外层 
的括号可以省略，在谓词合式公式中亦将遵令同样的约定，但需注 
意,量词后面若有括号则不能省略。 

谓词合式公式,今后简称谓词公式。 

下面举例说明如何用谓词公式表达自然语言中一些有关命 
题。 


例理1并非每个实数都是有理数。 g(^)) 

例题3没有不犯错误的人。（7(幻， Mb )) 

例题 3 尽管有人聪明，但未必一切人都聪明。 （ p ( am ⑻) 
解 A PW) An(V^(3f(x)^PC^))), 


例题4这只大红书柜摆满了那些古书。 


解法 1 

设 y)； 

$ 摆满了！/ 


抑 >: 

^ 是大红书柜 


Q ( y )- 

y 是古书 


a ： 这 K 

&： 那些 



H ( a ) AQ ( b)Anu 

解法 2 

设 dO): 庄 

是书柜 


B { X )： ^是丈的 

Z 是红的 

^( y )： g 是古老的 

y 是书 

y ) : ^摆满了方 
a : 职 b : 那些 

A B(a) AC^ AD(6) A^C6) A FCa, b) 


a » 









由本例可知，对于命题翻译成谓词演算公式』机动性很大，由 
于对个体描述性质的刻划深度不同，就可翻译成不同形式的谓词 
公式。本例中表承$是大红书拒，而袅 ㈡ ） hB(ad hG ( x ) 也 
可表示大红书相，但后一种将更方便于对书拒的大小颜色进行讨 
论，这样对个体刻划深度的不同就可翻译成不同的谓词公式。 

例埋&在数学分析中极限定义为：任给小正数心则存在一个正数 I 
使得当砬有|/以）一&|<^ & 此时即称 

解 S ) 表示％大于 tf ) 表示4 小于! ^故 lim / Cx > 可 
表示为； 

CV e jC 3 5)( V ^ X (( F (^ 0〉十 P (~ 0)> A 以 k 一吐 a > AP ( J ^^ aI # 

8 )) 


J^3 习 ® 

(1) 令 K 功为％是质数 n ; 五㈨为％是偶数”； O0O 为4是奇数' 

TKh W 为除尽&”。 

把以下各式译成 汉语： 
a> P(5) 

b> E ( 2 ) AP ( 2 } 

c) (w)coa —脉》 

d) (^)( EQr ) AD (_^ 6)> 

e) (\^)(-|及»4一10(2,幻） 

f) (W) (瓦⑻ —(VWOKt 

g) (W)(P(^) — (3 jOCE(jO A-D(^ y))> 

h) (WXOO)—<Vy)(P ⑻ 

(2) 令 POO, i?(n 幻和 y ) 分别表示、是一个点'% 
是一条直线”,4通过^和 ，和 符号化下面的句子《 

对每两个点有且仅有一条直线通过该两点。 

(3) 利用谓词公式翻译下列命题。 

a) 如果有限个数的乘积为零，那么至少有一个因子等于零。 

b) 对于每一个实数％存在一个更大的实数仏 

存在实数 a !/和 a 使得$与 y 之和大于$与£之积 a 

(4) 用谓词公式写出下式。 
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<5) 自然数一共有三条公理。 

_ a ) 每个数都有唯一的一个数是它的后继数 a 

b ) 没有一个数使数1是它的后继数 D 

c ) 每个不等于1的数都有唯一的一个数是它的直接先行者 a 
用两个谓词表达上述三条公理 o 

(6) 用谓词公式刻划下述命題。 

那位戴眼镜的用功的大学生 在翁这 本大而厚的巨著3 

(7) 取个体域为实数集 S , 函数/在^点连续的定 义是: /在点 a 连续, 
当且仅当对每个存在一个5>0,使得对所有&若 b — a |<3, 則 
If ㈤ 把上述定义用符号化的形式表达。 


2 - 4 变元的约束 

给定 CC 为一个谓词公式:其中有一部份公式髟式为 ㈤ 
或 (3 岣 P 0)。 这里 V 、3后面所跟的 ® 叫做量词的指导变元或作 
用变元，叫做相应量词的作用域或辖域。在作用域中 ® 的一 
切出现，称为$在從中的约束出现，$亦称为被相应量词中的指导 
变元所约束。在 a 中除去约束变元以外所出现的变元称作自由变 
X 。自由变元是不受约束的变元，虽然它有时也在量词的作用域 
中出现,但它不受相应量词中指导变元的约束,故我们可把自由变 
元看作是公式中的参数。 

例题1说明以下各式的作用域与变元约束的倩兄。 

a) 

b ) y )) 

c) <yaOOfy)(P(x t 0 h 物， J3f)> A (3^)P(^ p) 

d) (Vr) (Pl>) A 方 )— （ 逆 ) jO) 

解 a ) ( V ❸的作用域是 z 为约束变元， 

b ) ( W ) 的作用域是 ( PO ) —( 3 汉）的作用域是 
a y 都是约束变元。 

<0 (Vz) 和(办〕的作甩域是 CKt !0 幻），其中 A 是约束变元， 

S 是自由变元 D (3^) 的作用域是 P \ 其中^是约束变元， y 是自由变 
元 o 在整个公式中^是约束出现 j 既是约束出现又是自由出现^是自 
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由出现 。 

d ) (…)的作用域是 A 和 y 都是约 

■ 

束变元，但 GO ®, 4中的 a ； 是受3$ 的约東 而不是受 Va ; 的约束 a Q (®, y ) 中 
的 A !/是自由变元。 

从约求变元的概念可以看出，是》元谓词, 
它有 n 个相互独立的自由变元，若对其中 A 个变元进行约束则成 
力元谓词，因此，谓词公式中如果没有自由变元出现.则该式 
就成为一个命题。例如，0^)$(%2/,4是二元谓词。 （30 ( Va ) 

PO , 私 £?) 是一元谓词。 

为了避免由于变元的约束与自由同时出现，引起概念上的混 
乱，故可对约束变元进行换名。使得一个变元在一个公式中只呈 
—种形式出现，即呈自由出现或呈约朿出现。 

我们知道，一个公 式的钧 束变元所使用的名称符号是无关紫 
要的 。故： （ VWPO ) 与 ( VWP ⑻具有相同的意义。设2⑻表示 
$不小于0,那么 

( Va ;)20) 表示一切 a ; 都使得 ; c 不小于0; 

( VjO 』0) 表承一切3/都使得 V 不小于0; 

( vo ^ W 表示一切 < 都使得 z 不小于0。 

这三个命題在实数域中都表示假命题“一切实数均不小于 
0”。同理 （3 aOPO ) 与 (3 沁 Pfe ) 意义亦相同。 ' 

为此，我们可以对公式《中的约束变元更改名称符号，这种遵 
守一定规则的更改，称力约束变元的换名。其规 则为： 

Ct ) 对于约束变元可以换名，其更改的变元名称范围是量词 
中的指导变元，以及该童词作用域中所出现的该变元，在公式的其 
余部份不变。 

(2) 换名时一定要更改为作用域中没有出现的变元名称。 

例通2对(办） y ) 换名。 

解可 换名九 但不能改名为 ：< Vy ) 
(_ P ( y )^ B ( y t y )) A <3(^ 以及 ( V <0 y )) AQ \ jr ^ y) a 因为后 

两种更改都将使公式中量词的约束范围有所变动。 

对于公式中的自由变元，也允许更改，这种更改叫做代入。自 
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由变元的代入，亦需遵守一定的规则，这个规则叫做自由变元的代 
入规则，现说明如下： 

(1) 对亍谓词公式中的自由变元，可以作代入，代入时需对公 
式中出现该自由变元的每一处进行。 

(2) 用以代入的变元与原公式中所有变元的名称不能相同。 

倒题3对 (30 CKy) A B p )) 代入。 

解対 J/ 施行氏人经代'入后公式为 

(彐 CPOO A 

但是（逆穴尸⑷ A 丑 30) 与（识)（^ (幻 J/)) 

这两神代入都是与规则不符旳。 

需要指出，量词作用域中的约束变元，当论域的元素是有限 
时,客体变元的所有可能的取代是可枚 举的。 

设论域元素为％ ••、 o n 。 

则 (V; d ) A ( x ) ( a ^ /\A ( a a ) 八…八 j (a») 

(3«) A ( so ) ( ai ) V A (^) V … V 4 (®0 

量词对变元的约束,往往与量词的次序有关。 

例如 ( Vy ) (3«) { x < (女一 2 ))表示任何梦均 有!^ 使得 ®< 
y — 2。（3双） （3 a ：) ( a ：<(2 /— 2)) 表示存在 y 有;^ 使得 /—2。 

这些命题中的多个童词，我们约定从左到右的次序读出。需 
要注意的是量词次序不能颠倒，否则将与原命題意义不符 9 

n 

2-4 习题 

a) 对下面每个公式指出约束变元和自由变元。 _ 

a) <yx)P(x)^PQy) 

b) (Vx) A <3(^0 ) A (3 幻况⑷ 

c) (3 <KVj/)(P ⑷ AQ ⑷） -KVz) 丑⑻ 

d) 〔胪 ）（ 3yXP(U)/^00) 

(2) 如果造域是集含 {W c}， 试消去下面公式中的置词 

a) ( y ^ K ^) 
h ) A 

c) CVx)(P(^)^ Q(x)) 

d) C V ( Vx ) P(aO 
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<3) 寻求下列各式的真假值。 

a) CVajXPCOVQ ⑷） 其中 P ⑻:江 =：L 分⑷： 怎 =2 而且论域是 {1,2}。 

b) (VOCP—QO)) V 丑 (a ) 其中 P: 2>1, <3( 忠)： ^^3^ S(^) ； 広 >5 而 

a : 5^ 论域是 { —A 3，6}。 

(4) 对下列谓词公式中的约束变元进行换名。 

a) V^(P<^ y) 1 

b) V ^(^))) A 

(5) 对下列谓词公式中的自由变元进行代入。 

a) (3^(^ y )^ V ^ BQx^ t ^)) A 3^^ 

b) (V 沒 PO, y) A ^Q(x r ^)) y) 


2-5 谓词演算的等价式与蕴含式 


在谓词公式中常包含命题变元和客体变元，当客体变元由确 
定的客体所取代，命题变元用确定的命题所取代时,就称作对谓词 
公式賦值。 一/ 个谓词公式经过賦值以后，就成为具有确定真值 T 

或^的命题。 

定义 24.1 给定任何两个谓词公式 wff 』和 wff 足设它 
们有共同的个体域丑，若对4和力的任一组变元进行賦值，所得 
命题的真值相同,则称谓词公式么和万在五上是等价的，并 记作： 
A<^B 

定义 IMS 给定任意谓词公式 wff^ 其个体域为見对于 
4的所有賦值， w£f j 都为真，则称 wff 2在五上是有效的（或 

永真的)。 

定义 24.3 —个谓词公式 wffA, 如果在所有賦值下都为 
假,则称该 wff A 为不可满足的。 

定： id5.4 —个谓词公式 wffi, 如果至少在一种賦值下 
为真，则称该 wffZ 为可满足的。 

有了谓词公式的等价和永真等概念，就可以讨论谓词演算的 
一 些等价式和蕴含式。 

(1) 命题公式的推广 
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在命题演算中，任一永真公式，其中同一命题变元，用同一公 
式取代时,其结果也是永真公式 ，我们 可以把这个情况推广到谓词 

I 

公式之中，当谓词演算中的公式代替命题演算中永真公式的变元 
时，所得的谓词公式即为有效公.式,故命题演算中的等价公式表和 
蕴含式表都可推广到谓词演算中使用。例如 

■ 

( V ®) ㈤ ） 玲 ( Vo ?) OP ㈤ VQW ) 

(Va?)P(fl；) V y) 

玲 —10( 如 ) PW y)) 

(彐洛)丑 o , 3 /) 八 n ( 彐 a ) 丑 ( a ；, y ) 台 f 

(2) 量词与联结句 n 之间的关系， 

为了说明这个问题，我们先举例讨论。 

例1设尸⑷表示 ® 今天来校上课，则一1尸(*)表示 * 今天 
没有来校上课。 

故不是所有人今天来上课与存在一些人今天没有来上课在意 
义上相同，即 — KVWP ⑻蝴 3«)-^(00。又，不是存在一些人 
今天来上课与所有的人今天都没有来上课在意义上相同，即 

n (如) p ⑷ e ( vwhpod) 。 

为此我们褐到 公式： 

n(v 狀 ㈤ 铃 ㈤ 刁 P&) 

~ 1 (3®) _P (a:) 44 ( V®) (®) 

这里约定，出现在量词之前的否定，不是否定该量词，而是否定被 
量化了的整个命题。 

对于量词的转化律,可在有限个体域上证明。 

设个体域中的客体变元为％ %…，〜则 

"1 ( V x ) A ( i ») (A ( ffli ) A ^ ( aa ) A -* A ^( aJ ) 

铃 —(O V —1 ] Oa ) V … V ~ML 

玲(彐访) —\ A ( x ) 

一 I (3«) A ( w ) ] (A ( ax ) V A ( ci a ) V … V A ( a n )) 

^~~\A ( a ^ A ^\A { a s ) A … A ~^\ A ( a ' m ) 

^ ( V ^ ~]A (a>) 
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对于充务个体域的情浼，-词转化律也能作相应的推 r 。 

可以看到，当我们将量词前面的刁移到量词的后面去时，存 
在量词改为全称量词，全称量词改为存在量词，反之，如将量词后 
面的刁 移到量词前面去时，也要作相应的改变,这种量词与 _] 的 
关系是普遍成立的。 

(3> 量词作用域的扩张与收缩' 

置词的作用域中，常有合取或析取项，如果其中为一个命题, 
则可将该命题移至置词作用域之外 。如： 

( Va ?) (雄） 0 / x ) A (^) V B ) 

( V ^) ( A ( x ) A ^)^(( V 4 AO ) 八 5) 

(3^) (A(x) V-B)o((3^) A(w) V B) 

(Bx) (A(x) (3x) A(x)./\,B) 

这是因为在 B 中不出现约束 变元％ 故它属于或不属于量词的作 
用域均有同等意义。 

从上述几个式子，我们还可推得如下几个式子^ 

(( Wx ) A ( x ) (3 a ?) ( A ( it ) 

((3a；) A Qc) —B 、 ) 访 (V^) (A (a>) 

(^) A ( x ) )^( V ^) ( B-^A ( x )) 

(3x) 2 O) ) O C3m) (B~>A {x )) 

例 2 证明 — JB ) 44(3 j ?) {A 

证明 （ C 办 )20)4^)0—10^)2(30 VJ 5 

玲（扣）厂 

当谓词的变元与量同的指导变元不同时，亦能有类似于上述 
的公式。例如 

( W ) ( P ( w ) VQ ( S /)) 分 (( VaOPO ) VQ ⑼） 

< V 必） (( Vsr ) Py ) AQ ( z ))^(( yx ) ( Vy ) P (^ , y ) AQ ( z )) 

(4) 量词与命题联结词之间的一些等价式 

量词与命题联结词之间存在不同的结合情况，下面举例说明 
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一 些等价公式。 

例如联欢会上所有人旣唱歌又跳舞和联欢会上所有人唱歌 

E 所有人跳舞。这两个语句意义相同 。 故有 

( V ； r ) ( A ( x ) ( Vo ?) ji ( a ：) A fVa ;) B ( x ) 

根 据上式 亦有： 

( V ®) CM ㈤ /\ nB ( x ))^ x ) CIA ( x )) A ( Vrr ) n 万⑷） 

故 一 I ( 彐怎 )（d ㈤ V 5 O )) 玲 1 ( OM (⑦) V (3®) B ( x )) 

即 （如） ( A ( x ) VB ⑹）玲(如) AO ) V 

(5) 量词与命题联结蚵之间的一些蘊含式 

量词与命题联结词之间存在一些不同的结合情况，有些是蕴 
含公式。 

例如这些学生都聪明或这些学生都努力，可以推出这些学 
生都聪明或努力。但是这些学生都聪明或努力却不能推出这些学 
生都聪明或这些学生都努力。故有 

( V ^) A (®) V ( V ®)』 0) 今 ( V ^) (J ( x ) WB ( x )) 

由上式可得 

( V ^ Xn ^ W)V (vw C 1 B (^)) => ( V ^) ( n-i W V { m )) 

即 A { x ) B ( x )) 

] ㈤ ⑽） ㈦ ） 

因此有 

(3 a ?) ( A ( x ) A 力00〕 0(3 ① M Oc ) A 
类似地有 

( V ®) (A ( x ) —>B ( it ) ) ^ ^ ( Va ?) B ( x ) 

( Va ：) ( A ( x )^ B ( x )')^ ( V ^)A ( x ) ^( Va ；) B ( x ) 

' 上述这些等价式或蕴含式，很多可以互相推导，现将常用的式 
子列入表 2-5.1 中。 

(6) 多个量词的使用 

为了方便，我们只举两个量词的情况,更多量词的使用方法和 
它们类似。对于二元谓词如果不考虑自由变元，可以有以下八种 
情况。 
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表 an 


E 龙 VB ( 的）铃（彐的 V ( 3 沁 B (的 

E 龙 (Var) (J (^) A B ⑻）分 (Va?) A (^) A (㈣ BOc) 

Bar H ㈣ 雄 ) 分⑽，糊 

Bns *1 <^) (x) o ( 3 的 n Z ⑻ 

五 》 ( V ^) ( AVB(^})^>AV ( V ^) B (^) 

E ⑽ ( 彐怎 ) （A /' B(xY)eA/\ ( 彐 a;) B(^) 

E^x (3 冗） （ 2 ⑻ —S ⑻ ）o (Vsf)A(^)->(3x)B(x) 

Baa ㈡ （3浓) ( A ( x )^ B ) 

E 於 (V®) (A»B) 

Esi (Va?)B(a?)^(V®) (A-^-B(^)) 

fis (W) A (it) V {Vsc) (A (x) V B(x)) 

Iw (3*) ( A ( x ) AB (^))^ O ^ AC^A ( 3 ^) B (^) 

fiT (Saf)A(m)(V^f)B (a?) (ViJf) (A(i»)^>B(iX)) 


( Vx ) ( Vy ) A ( ffj y ) 
(3^) (3^) A ( ce , 3/} 
( Vic )( B 3/ M (^ ^} 

( V 3/)(3^) J .(^ I ；) 

例如设 A ( x } y ) 表示 
乙村的人，则 


( V ； y ) nf ) 

< 3 v) «/) 

Qy ) ( y ^) A { x t y ) 

(如） ( yy ) A ( pi> f y ) 

$ 和 3 /同姓，论域 $ 是甲村的人，穿是 


(V^) (V^) Ay) ; 甲村与乙村所有的人都 同挂。 


( Vy ) ( V ^) Ay ) : 乙村与甲村所有的人都同姓。 

显然上述两个语句的含义是相同的。故 

( Va ) {^ y ) A { m , y ) 4 ^ ( Vy ) ( ya >) A ( x t y ) 

同理 (3 x )(3 y ) A ( x > ^).甲村与乙村有人同娃。 

(3^(3 x ) A ( x , y ) ： l 乙村与甲村齊人同姓。 

这两个语句的含义也相同。故 

( 3 ^)( 3 y ) A (^ (彐啦 (>, 女） ， 

但是， ( V ^)(3 jf )^(^ 女)表示对于甲村所有人，乙村都有人和 
ffe 同姓> 
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(33/)(办)』0^) 表示存在一个乙村的人，甲村的人和他同 

姓。 

(VW V ) 表示对于乙村所有的人，甲村都有人与他 

同姓。 

(彐0表示存在一个甲村的人，乙村的人都和他 
同姓。 

上述四种语句，表迖的情况各不相同,故全称量词与存在量词 
在公式中出现的次序，不能随意更换。具有两个量词的谓词公式, 
有如下一些蕴含关系。 

( Vjt ) Qiy ) A(% r (33/) ( Va ：) 4 y ) 

( Vy ) (^ x ) A ( x t 3 /)=^ ( 3 x ) ( Vy ) A ( x f y ) 

(3 y ) ( yx ) A ( x f y )^ ( V ^) ( Bv ) A ( x , y ) 

(彐忠) v ) ( yy ) ( 3 ① )2(% 安） 

( Va >) { 3 y ) A ( x , y )^ (3^) ( 3 x ) A ( x t y ) 

( Vj ) ( Bx ) A ( x t y ) ( 3 a >) (3 y ) A ( a; f ff ) 




求以下各公式的真值。 

a) PC^ fCa)^AP(b,f(b)y 

b) (V^)(3^)P{^ 

c) (V^(Vj/)(PC^ y)^P(JC^), /(s/))) 
C 2) 对以下各公式陚值后求宾值。 

a) 

b) (3^)CP(/(^))Ag(^/C^) 

c) (3^)(P(ir) AQ (^ 7 a)) 

d) (W) ( 彐 y)(P ⑷ y)) 

其中，论域 U - {1, 2}, a-1 


/(l) 

/(S) 

PCI) 

P(2) 

2 

l 

F 

T 


W, 1> 

«(1*2) 1 

: Q {2 t 1> 

<3(2, 2) 

r 

T 

i 

F 

F 


(3) 举例说明下列各蕴含式 & 

a) n((3^)^>/ g(a)W r 

b) (vwnp^)— 以 w), (v^)n^^)^(^) 

C> (VxXPCx)^^)), (V^) 

d) (V^)(P(^)V(?(^», (V^n^)^<3^)^(x) 

e) ⑷ V 公以 ))，（Vrc)-lP ⑻ —(w： 

(4) 求证 （3c) (^(^)^B(^))^(V^>^(^)^C3^)SCic) 

(5> 求证 （Va;；U(a0V(V^)S(304(Va0(^K*) VS(aO) 

C6> 判断下列推证是否正确。 

en ( 彐疋)(伽 Anso” 
玲 -|(㈤ 雄 >A ( 彐石 )—13 ⑽ 

vn(3^)ns(ar) 

^ (3 忠 ) A O)—(V^) B(p) 

(7) 求证 (V^)(Vy) CP ⑻ (3aOPOO—<Vy)g<y) 
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2-6 前束范式 

在命题演算中，常常要将公式化成规范形式，对于谓词演算， 
也有类似情况，一个谓词演算公式,可以化为与它等价的范式 D 
定义 — 个公式，如果量词均在全式的开头，它们的作 

I 

用域，延伸到整个公式的末尾，侧该公式叫做前束范式。 

前束范式可记为下述 形式： 

n 

… 其中□可能是量词V或量词3, 

m t 0 

2, W 是客体变元，4是没有量词的谓词公式 & 

例如 ⑽ (V0( 玉) ( Q (< c f y )^ R ( z)) f (Vj/) (Vo;) C 1 Py ) 

等都是前束范式。 

定理2~6.1任意一个谓词公均和一个前束范式等价。 

证明首先利用量词转化公式/把否定深入到命題变元和谓 
词填式的前面,其次利用 （Vo：) V刀㈤ (Vrc) jB ⑷和 (3 x ) 

(u4 t \ B(OAh G 岣刀 O) 把量词移到全式的最前面，这样便得 
到前束范式。 O 

例燼1把公式 (V6P ⑻的转化为前束范式。 

解 （ W)P(oO—(g 幻 Q0^o( 3 a0_|P0»0 V (3^)Q(^) 

例题3化公式4 AP(w A) 

y, «)) 为前束范式。 

解原式待 CV 疋） (Vy)(n(3^) CP(A 濟 ) AHp, ^ ti)) 

妗 CVO CVy) C(V^) V ^)) V y, «» 

^Cv^)cVy)((3«)Cn P{^ o V]P(J/J) VQi^y, u)) 

例通 3 把公式 _] CV^){ (30 乂 (A y) 

—(3^KVy)DS(A y) ACVj/K^C^ x) 

的）]}化力前束范式 o 

解第一步否定深人 

原式另(取 nn(3y)/(A y) v (3^ kw)[s ㈤ a 

<yyKMy , 十吨 v m} 
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(彐分 门(物，疋) -> B ( ar , y ))]} 

第二步改名，以便把量词提到前面。 

y)A(V«>OJ2)[n5C^ R)V 

t *)— B ( w ， 在)）]} 

^(E^) (3P) CVu) (BS) (34 {A^ y) A ClB(u, iS> 

4)]} 

定义 S ~6.2 —个 w£f 4 如果具有如下形式称为前束合取范 

式 。 . J 

(Uv x ) (□〜).”(□%) ( AiVAaV - V^iJ A (A^WA^ 

V …… 八 （iffllVAttf V … VAni 擓） 

其中口可能是量词 v 或 3 t v { {^l t 2, ..., n ) 是客体变元， A 是 
原子公式或其否定。 

例如公式 

(VaO (30 ( V ^){[-| PVC®^«)V (^6)] A [ Q (y) V («-*)]> 
是前束合取范式。 

定理 2~6 J 每一个 wff 2都可转化为与其等价的前束合取 

范式。（证明略） □ 

我们用一个例子来说明这个定理。 

例題 4将 wffD : ( V ^)[( Vy ) P (^) V CV ^) y} ^ ( V ^) y )] 

化为与它等价的前束合取范式。 

解第一步取消多余量词 

D ㈣ iVx) [ PC ®) V y) —~1 ( Vy ) 丑 ㈤ y )] 

第二步换名 

D(Vx)IP(^) V ( V 及） y )— ~ w)~] 

第三步消去条件联结词 

D 玲 0^) n(P ⑻ y )) VnCV ^) i£(^^)]i 

第 6 歩将一 I 菜人 

n^c^LClP^) A (3^>n y))V (» 一 1 五 0^ 切 )] 

第五步将童词推到左边 

D^(v^)a^a^)cn^) An?c^y)) 切 )] 

妗 ( V ®)(：3 jOC 3 切〕[〔— | P ( z ) 切 )) A 

y ) vns (^ W)J 



定义 16.3 —个如具有如下形式则称为前束析取范 


式。 


(口 ii) 〔口^)…(口幻 *0 U-^n A-^L2 A * -# V [ A^i A -^aa 

八…八為 ij V”，V [2ml 八人，八…八^^ J 
其中口、叫 与戽 的槪念与定义 2 - 6.2 中相同。 

定理每一个 wffi 都可以转换为与它等价的前束析 
取范式。（证明略） □ 

任一个 wff ^ 转换为等价的前束析取范式的步骤与例題 4 
类同。 

2~6 习®、 

CD 把以下各式化为前束范式。 

a) (邮尸⑻—⑽攸必 

b ) O ^)( _ K (3 y ) P (^ y 》—（(3 方 )(?0 O —5(^)) 

<3) (Va;)(Vi/)(C(3^)P(a; J ^ ff) A *0)4(309(^ ， v))) 

C2) 求等价于下面 wff 的前束合取范式与前東析取范式。 

a) (C3^)P(^) V (PW VQi^» 

b ) ( V ^) Cr (^) ^( V ^) ( WQ y ) - >-} CV ^) B ( ff , ^))> 

c) (VWP ⑷ (CV 忍冲 ㈨ O V p, O) 

d) (Va：)〔P ⑷—以％ y )^^ y ) P ( sdA &) Q ^ ^)) 


2-7 谓词演算的推理理论 

a 

谓词演算的推理方法,可以看作是命題演算推理方法的扩张。 
因为谓词演算的很多等价式和蕴含式〕是命题演算有#公式的推 
广，所以命題演算中的推理规则，如 P 、 r 和 CP 规“‘亦可在 
谓词的推理理论中应用，但是在谓词推理中，某些 M 提与结论可 
能是受量词限制的，为了使用这些等价式和蕴含式/必须在推理 
过程中有消去和添加量词的规则，以便使谓词演算公式的推理 
过程可类似于命题演算中推理理论那样进行。现介绍如下规 
Wo 
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( 1 ) 全称指走规则，它表示为 

( V 汸 ) P ㈤ 

P(c) 

这里 P 是谓词，而0是论域中某个任意的客体。例如设论域 
为全人类。 P 00 表示％ 总是要死的' 如果我们有 ( VWPOc ) 即是 
“所有人总是要死的'那么全称指定規则可有结论“苏格拉底总是 
要死的”。 

(2) 全称推广规则 ，它 表汞为 

P ⑷ 

... (VWPO) 

这个规则是要对命题量化，如果能够证明对论域中每一个客 
体> 断言户 0) 都成立，则全称推广规则可得到结论 ( VWPOr ) 成 
立。在应用本规则时，必须能够证明前提对论域中每一可能 
的$是真。 

C 3) 存在指定规则，它可表示为 

(gaping) 

.% P ( c ) 

这里0是论域中的某些客体，必须注意，应用存在指定婉则, 
其指定的客体 G 不是任意的。例如 QoOPO ) 和 （3 r ) QO ) 都真, 
则对于某些*?和（可以断定 P ( c ) AQ ( d ) 必定为真，但不能断定 

是真。 

⑷ 存在推广规则，它表示为 

•，• ㈤ PO ) 

这里 C 是论域中的一个客体,这个规则比较明显,对于某些客 
体 h 若 P ( c ) 为真，则在论域中必有 (3 WPO ) 为真。 

I 

例邐1证明亚(幻）；\丑 O )— M (0 这是著名的苏格拉底 
论证。 

其中 3 ^) : c 是一个人入 

要死的 0 
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苏格拉底。 

证明 （1) (於〕 （ i ? ⑷ ( x )) P 

(2) US(1) 

(3) H(b) P 

(4) M(s) ' T(2) (3) I 

例题 3 证明 TFOOAiKW) 

^(3^ X 6(^) AB (») 

证明 （ 1) (V^ (<?(i)^TF(^) A R(^)) P 

C2 ) (彐柳⑷ Ago)) P 

(3) C ⑷ A 公⑷ 颂 2 ) 

(4) (7(a)^W(a) AK(a) US(V) 

(5) C(a) T(3)I 

(6) W(a) A 及⑷ r<4) (5) I 

⑺ g ⑻ n 3> / 

⑻五⑷ ⑽ 

⑼ Q ⑷ AS(a) T (7) (8) 1 

(10) (3^)(g(^) A-H(^) 邱 


注意本例推导过程中第 (3) 与 <4> 两条次序不能颠倒，若先用 
汉规 则得到 C(a)^W(a) 则再用贴规则时，不一定得 

到 C ?( a ) AQO ), —般地应为 t ?(6) AQ (6), 故无法推证 卞去。 

例题3证明 CWKPOc ) vg ⑷ )— ⑻ v (3^)<3 ⑻ 

证法1把 n (( Vo ；) p ⑷\/ (30以0)作为附加前提 


(1) n((Vo ： )P(^)V(3^Q(sc)) 


p 

(2) n(V^)PC^) 


r(i ) 五 

(3) n(v^)P{^) 


2X2)1 

(4) ( 彐 r)-|P ⑷ 


T(S)E 

(5) 


T(2)I 

(6> 


T (5) £ 

(7) HPCc) 


ES(i) 

(8) ng(c> 


US(6) 

(9) l ㈣ 


T(7) (8)2 r 

(io) n(P(^) vgcc» 


T(9)E 

<ii) ⑽的則⑻） 


P 

<12) p^)v<3t^> 


US 


(13) H(P(^) A CP(c) VQ ⑹ rao) (13) J 矛盾 

证法 2 本题可用 (7P 规则，原题为 

(v^cp( 3 ：)v Q(^))^n 


a> ~kv^p(^) 

p ( 附加前提 > 

(2) (3 幻 —lPt>) 

T(1)S 

C3) 」 n 增 

£5(2) 

C4) ⑽ ㈣ moo) 

p 

<5) P(c)V«(c) 

戰 4) 

(6) Qio) 

T(3)(5)Z 

(7> Oc ) 以岣 

孤 (6) 

(8) n(Vs)PC^)^C3^)^(^) 

GP 


例题4任何人违反交通规则，则要受到罚款^因此 i 如果没有罚款*则 
没有人违反交通 规则。 

解设 Six , ^)： %违反 a 的论域为”人' 

M { y ), %是交通规则 

P ^)； 々是 罚款/ 

BO , 办 ％ 受到〜 • 

故假设与结论可符号化地表示为： 

H ： XVa ： XC3y)(^(^ y> A Af (y)) ^ (3^) CP(^) A 

C ： n^)PU)->(V^tV3/)(iSrc^ y)^n^fCi/)) 

因为结论是条件式，故我们可用 CP 规则进行推理，下面推导是否严格？ 

(1) ( 扣 )(( 彐必 )(POO AK ⑷名 ))）F 

(2) (3j/K 沒也 y) A (^) ) -> &) (p<^) ^)) 羽 (X> 


(3) n (3^) p (^) p (附加 前提) 

(4) (W>nPOO T(^)E 

(5) Ka> 呵 4 > 

(6) — IP ⑷ vn B ( h y a ) T (5 )J 

(7> (v 幻 (npw vn 丑 ( 匕 ^(6) 

(8) no ^(^) A - BC &, ^)) TC 1 )S 

(9) 一 1(^)( 0AM(y)) r(2)(S)Z 

(10) (Vy)O^(^ V) V HM(y)) T(2^E 

(H) (^fy){SQ>, y) (y)) T(10 ) 五 

(12) ( W )( Vj /) (沒⑷ p )^ MCy }) V & ai } 


as ) ⑷ - KV 的 W ) QSX 〜 y ^ nM ( y )^ CP 


. 
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fr 习鼉 

(1) 证明下列各式。 , 1 

a ) iW ) ( VaOnPO ) —(30200 

b) (30：) A ( x )-^( V ^ c ) B =>( Vj ：) (A( 2t )— _3(疋)） 

e) (W) (20)4 丑 00)， cy 怎 )( X )—— IB ⑻) 

d) (v^(A^)vB^h cvxKFc^^nw ), ⑽ <ka 

=^(y/x)A(x) 

(2) 用 CP 刼则证明 

a ) ( Vic )( PW ^^(^))^( V ^) P <^->( Va ：) g (^) 

b) CV^XPW vg(^))^(Va;)P(^) v ⑷ 

(3) 符号化下列命题并推证其结论。 

a ) 所有有理数是实数，某些有理数是整数，因此某些实数是整数 & 

b) 任何人如果他喜欢歩行，他就不喜欢乘汽车，每一个入或者喜欢乘汽 
车或者喜欢骑自行车。有的人不爱骑自行车，因而有的人不爱步行。 

c > 每个大学生不是文科学生就是理工科学生 J 有的大学生是优等生^小 
张不是理工科学生，但他是优等生^因而如果小张是大学 t 他就是文科学 
生 。 
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第二篇集合论 


集合论是现代各科数学的基础，它的起源可以追溯到十六發 
纪末期。开始时为了追寻微积分的坚实的基础，人们仅进行了有 
关数集的斩究。直到1876〜1883年，康托尔 （Georg OantoiO 发表 

了一系列有关集合论的文聿，对任意元素的集合进行了深入的探 

讨，提出了关于基数，序数和良序集等理论，莫定了集合论 M 深厚 

基础。但是随着集合论的发展，以及它与数学哲学密切联系赉作 

的讨论，在1900年前后出现了各种悖论，使集合论的发展-■度陷 
■ 

入值滞的局面。1恥4〜1906年，策墨罗 （ Zermelo ) 列出了笫一个 

集合论的公理系统，他的公理，使数学哲学中产生的一些矛谢基本 
上得到统 一 ^在此基础上以后就逐步形成了公理化集合论和抽象 
集合论，使该学科成为在数学中发展最为迅速的一个分支。现在 
集合论观点已滲透到古典分析、泛函、概率、函数论以及信息沦、排 
队论等现代数学各个领域。本篇介绍集合论的基础知识如集合运 
算 、性质 、序偈、关系、函数、基数等。 
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第三章集合与关系 

3-1 集合的概念和表示法 

集合是一个不能精确定^的基本概念。一般地说，把具有共 
同性质的一些东西，汇集成一个整体，就形成一个集合。 例如： 教 
室内的桌椅；图书馆的藏书;全国的髙等学校；自然数的全体;直线 
上的点子等，均分别构成一个集合。通常用大写英文字母表示集 
合的名称;用小写英文字母表承组成集合的事物，即元素。若元素 
«属于集合记作亦称2包含％或 a 在2之中，或《 
是2的成员。若元素 ® 不属于卑记作 a 字4亦称2不包含七 
或《不在2中，或《 不是乂 的成员。一个集合，若其组成集今的元 
素个数是有限的，则称作有限集，否则就称作无限集。 * 

,说明集合的方法有 两种: 一种是将某集合的元素列举出来，称 
作列举法； 例如： A ^{ a , h , c , d }, B ={ l f 2 f 3, i ?={ 桌 

子,灯泡，自然数，老虎6, …， 2 n } } S = { a t a \ a \ - } 
等 o 

另；^种是利用一项规则，以便决定某一物体是否属子该集合, 
称作叙 k 法， 例如： 

私是正奇数 h 

是中国的省 }, 

如杲我们用 i >(®) 表示任何谓词，则可表示集合。 

设集合为乂如果 〆 W 为真，那么否则 

两个集合相等是按照下述原理定 义的。 

外延性 原理： 两个集合是相等的，当且仅当它们有相同的 
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成员。 

两个集合义和5相等，记作两个集合不相等,则记作 
A ^ B Q 

集合的元素还可以允许是一个集合例如： 

S^{a r {1, 2}, 9} {?}} 

必须指出： 但兮执 同理1£{1， 2}, 但 1$S。 

例如 ：设乂 是小于10的素数集合，即 i = 7}, 又设 

代数方程^ - 17^+101^ ^ 247®+2X0-0 的所有根可组成的集 

合为見则 S 正好也是{2,3,5, 7}, 因此这两个集合是相等的。 
叉如： 4} = {1, 2, 2, 4} 

{1, 2, 4} = {1, 4 f 2} 

但 {{1, 2}, 4} ^ {1, 4, 2} 

{1, 3, 6 ,〜} = ^>是正奇数} 

定义 8-1.1 设4、 P 是任意两个集合，假如 乂的每 一个元 
素是 B 的成员，则称4为 B 的子集，或4包含在5内，或 B 包含 
皂记作犯式 或刀萬 

例如： ^^{1, 2, 3}, B ^{ l t 2 } t 0={1, Z} f Z> = {3}, 则 
B^A f C^A } D^A t DGG 。 

根据子集的定义，显 然有： ' 

白反性 

( a ^ b ) a ( b ^ o )^( a ^ o ) 传递性 

定理 3-1.1 集合 2 和集合 B 相等的充分必要条件是这两 
个集合互为子集。 

I 

证明设任意两集合相等，则根据定义，有相同的元素^故 

用为真，且（V ❼（忠^€乂）也为真，即 

乂且 SGi 。 

反之，若且假设足则么与5的元素不完 
全相同，设有某一元素2但 喊 B , 这与 iGS 条件相 矛盾; 或 
设某一元素刀但这就与条件相矛盾。故式 S 
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的元素必须相同，即 □ 
这个定理很重要，今后证明两个集合相等，主要利用这个互为 


子集的判定条件。 

定义 H.2 如果集合豈的每一个元素都属于足但集合 B 
中至少有一个元素不 属于忐 则称 乂力忍 的真子集，记作 AcB 0 

(Vx) (x^A^xGB) A (Bic) (ccGBAx^A) 

AczB^A^BAA^B 

例如，整数集是有理数集的真子集。 

定义 8 - 1.8 不包含任何元素的集合是空集，记作0。 

0=^40) 八 npou, ?>o ) 是任意谓词. 

注意： 0锌 {0}, 但 

定理对于任意一个集合义 

证明假设益是假，则至少有一个元素 A 使<0且< 
A , 因为空集0不包含任何元素，所以这是不可能的。 口 

根据空集和子集的定义，可以看到，对于每个非空集合牟至 
少有两个不同的子集，4和0，即义和我们称 d 和0 
是乂的平凡子集。一般地说，2的每个元素都能确定盜的一个子 
集，即若 M 态则 {a}d 

定义 8-1.4 在一定范围内，如果所有集合均为某一集合的 
子集，则称该集合为全集，记作五。对手任一 為 因犯足故 

I 

龙 ，即 

(V;c)(>€E) 恒真 

故 E ^{ x \ p ( x ) V ^{ p^)} t fO) 为任何谓词 
全集的概念相当于论域，如在初等数论中，全体整数组成了全 
集。在考虑某大学的部分学生组成的集合(如系，班级等)时，该大 
学的全体学生组成了 全集。 

设全集6, c }, 它的所有可能的子集计有:氏=0,氏= 
{ a} f 私 = {&}, — { c} f Si ={< z f b} f 8 ^^{ b J c }, = { o , a} t 

S 7 = { a t b f c }, 这些子集都包含在 B 中，即况 1, 2,…, 

7) M 是队 H 如果把 &作为 元素，将可以另外组成一种集合 o 
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佘义 3-1.5 铪定集合义由集合2的舸％子集为元素组成 

的集合』称为集合 A 的幂集』记为分 C 4) 。 

例如 A ={ a , b f c } 

^(A)={0, {a} f {b}, {ch K b} t {6, c}, {o, a} # 

K c}} 

定理 H 3 如果有限集合 4 有 《 个元素，则其幂集分 （2) 
有2-个元素 。 

证明4的 所有由々 个元素组成的子集数为从《个元素中取 
A 个的组合数。 


z-tk 一 n(n — 1) (n — 2) … (w — A + 1 〉 

’ Fi 

另外，因0巨忐故妒(』)的总数丨可表示为 

及 = i + ci + a + … + a + … 

*=0 

但又因 ( a ?+3/) ft - 2^*^*^* 

Jfc =0 

*o=0 

故沙 (4) 的元素个数是2% □ 

现在我们引进一种编码 ，用 来唯一地表示有限集幂集的元素， 
现以上面4这个集合为例。 

j ={ i\i 是二进制数且 
000< i < lll } 

例如氏 = 况)11 队=汉11« ={«,&} 等。 一 般地少 (5) 

‘-山即妒⑻「{$」％•/}, 是二进制 

n ， n 

数且000^ 6 < i < 111^1> 0 

3-1 习通 

C 1) 写出下列集合的表示式 

a ) 所有一元 一次方 程的解组成的集合。 

b ) ^-1 在实数域中的因式集。 
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<5) 直角坐标系中，单位圆内(不包括单位圆周）的点集。 

d ) 极坐标系中，单位圆外 (不 包括单位圆周）的点集 a 

e ) 能被5整除的整数集。 

⑼设有某电视台，拟制定一项为时半小时的节目，其中包含戏剧、音乐 
与广告。每项节目都定为五分钟的倍数，试求 

a ) 各种时间分配情况的集合。 

b ) 戏剧所分配的时间较音乐多的集合。 

e ) 广告所分配的时间与音乐或戏剧所分配的时间相等的集合。 

d ) 音乐所分配的时间恰力五分钟的集合。 

(3> 给出集合 B 和 C 的例子，使得 BeC , 和2咳 a 。 

(4) 对任意集合2、 S 、 G 确定下列各命题是否为真，并证 明之。 

a ) 如果 des 及 sgc , 则 dec 

to ) 如果及 Bgc , 则2^； 

c ) 如杲及 Sec , 则 dec 
d > 如果及 Bee , 则 

e ) 如果乂 es 及则』宅 c 

f ) 如果』及则 2 c 

C 5) 4 es 是可能 的吗？ 予以说明， 

(6) 确定下列集合的幂集 

a) {a, {«}} 

b ) {{1, {2, 3}}} 

c) {0 ,m 

d ) 峨 

c ) ，(逆 (0)) 

C 7) 设2 = {打， 

a ) 是否是否 

b ) 是否 {0}€ 五？是否 

c ) 是否 W }} e 是否 um ^ 

(8) 证明若 l &， c 和 d 是任意客体，则 {{ a }, 6}} - {{ c }> { c t d }> 

当且仅当 和! > = A 

(9) 设某集合有 101 个元素 3 试问 

a ) 可构成多少个子集？ 

b ) 其中有多少个子集的元素力奇数？ 
c > 是否会有10 2 个元素的 子集？ 

^ I fc 
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U0) 设 ■. ■，如 l 昃是汶的子集，由岛 7 和丑31所表达的 
子集是什么？应如何规定子集{%, <hs. 3 T > fp {a^ a^} Q 

3-2 集合的运算 

集合的运算，就是以给定集合为对象，按照确定的规则得到另 
外一些集合。 

(1) 集合的交 ' 

定义 3H 设任意两个集合 Z 和足由集合 Z 和 S 的所 
有共同元素组成的 集合 & 称为 2 和 5 的交集，记作 2 门五。 

交集的定义如图 m (文 
氏图 ) 所汞。 

例 1 2 = {H 4, 6,8,10』 

12> 

B^{l t 2 } 3 , 4 , 5 , 6 } 

An ^={2, 4, 6} 

例 2 设 2 是所有矩形的集 
合，忑是平面上所有菱形的集合，乂 n 5 是所有正方形的集合。 

例 3 设 4 是所有被 I 除尽的整数的集合， b 是所有被 £ 
除尽的整数的集合，则 zn 力是被 x 与 1 最小公倍数除得尽的 
整数的集合。 

例翅 1设乂 gB , 求证乂 rice 丑 nc 

证明若 o ： eii 贝任一 refine, 则忠 ed 且疋 ec 即方 e 丑且 
故茁 eBnc? 。 因此 , AnC^Br t o Q 

集合的交运算具有以下 性质； 

a) 乂二 j f 

b ) Af ]0 = 0 

I 

o ) -4 H^B = ^i 
d) AOB-BHA 
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e) ⑽ B)nc^n(Bno) 

现对甸证明 如下： 

证明 （ AflB ) nc = { a ：| ( xCAHB ) K ( a > CO )} 

ah ⑽ = m 忠 esnc)} 

(xCAC\ B) a (®€C0^[(a：G A) A (®e^)] A ( 沈 GCO 

因此 ， ⑽ B ) n ⑽如⑽⑺ 

此外，从交的定义还可以得到 znsQ 為 zn 刀 qs 。 

若集合 b 没有共同的元素，则可写为此时亦 
称 ■^与 丑不相交 Q 

因为集合交的运算满足结合律，故《个集合 …， a 
的交可 记为： # 

Zafl … A = n 4 

ini 

例 A 1 ^{ l f 2, 8>, A 3 ^{ 2 , 8}, ^ = {4, S} p 则 

<=i 

(2) 集 合的并 

定义设任意两个集合盔和足所有属于盔或属于 B 
的元素组成的集合&称为 Z 和五的并集,记作 i U 

' ^ = C ^6 ^)V (»6^)} 

并集的定义如图 34.2 所承 ^ 

例如，设 j = 万-怳 4 5}。则 ^ 

2 t 3 f 4 f 5} 

集合并的运算具有以下性 
质： 

a) A \JA=A 

b) A.\JJE ^ ^E! 
o) Al}^ = A 
d) A.\JS — B\JA. 
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e ) [JO = A [ j ( B \ JO ) 

此外从并的定义还可以得到 4 巨乂 U 方， 

別通3设 则 

证明对任意 AUP , 则有丈€乂或 xGC : 若由 AeBJIKf 

W ： ^^BHl> r ^xeC f mC^D ? 则尤 因此， A\JC^BJD 0 

同理可证 A ^ B^A \ JO^B \ JG 0 

因为集合的并运算满足结合律，故对于 n 个集合為 t , ，…， 

的并可 记力： 


TT^^Li^U … LMt^LMi 1 

<=1 

例如，设為1。{1， 2 , ^ l a ={ S , S} t 為={2, 6}, 则 

UA - H , 2, 3, 6, 8} 

^=1 

定理 m 设乂、 a 力三个集合,则下列分配律成立 n 

a) AVi (BU 0 )^(AnB)\j(Af] 0 ) 

b) AU{Bf\0) = (A[jB)nU\JO) 

证明 4 设沒=乂 n (5 uo ),： r =( jn 苫） u (2 nco , 若无 € 汉， 
则 ■且 aje ^ lJC ^ 即 a ： G 2 且劣 G 五或 且 

或 *€ 豈 nc ? 即忠 mu s ^ t 0 

反之，若怎^^ 7 ，贝 (] j 4 f | 苫或 / OC ?, 且万或 
且怎 G 久 K ^ B [ jO t 于是所以 T [汉 。因 
HtT = S Q 

b ) 其证明完全与 a ) 类似。 口 

定理 H 2 设 2、 万力任意两个集合，则下列关系式成立。 

a) ^U (Af\B) =A 

b) Af] (A \jB) — A t 

证明' a ) 崖 u (豈 n 刀 ）= ( xn 局 uc ^ n ^) 

= Af) (BU^)-A 

b) AVi (^U^) = C^U^)flUU J B) 

^ A [ j ( AnB ) -A 

这就是著名的吸收律。 □ 

* 69 - 




定理 8-2*3 乂 口見吗 且仅当乂 U 茗= 5或 = 2 _ 

证明若』口見对任意必有尽对任意 aGAUB 

■ 

则怎或 尽 即 a ； e 5, 所以』 Lf 刀 口刀。 XB ^ AIJB , 故得 
Maub ^ b . 反之』若 2 U 五-=五，因为鲨 QAU 札故乂 & B 。 
同理可证盅 iffxn 茗= 2。 □ 

(3) 集合的，补 

定义 S -2.3 设2、 B 为任意两个集合，所有属于/而不属 
于 B 的一切元素组成的集合 S 称为 B 对于 A 的补集，或相对补， 

记怍乂_五。 

S = A—B ^ {x\x^ A ^ {x\x^ A A~\(j^^ ： B)} 

A-B 也称集合 2 和 B 的差,定义如图 3-2.3 所汞。 



g 3-2.3 图 3-2,4 


例 S 3 设』=悅5, 6}, B ^ il , 2 , 4, 7, 9}, 求 4- S 。 

解 A-B = { 5 J 0> 

例埋4设 i 是素数集合， S 是奇数集合，求4- B 。 

解 A - B ={ 2 } 

定义 3-2.4 设龙为全集，对任一集合益关于五的补 
E - A ， 称为集合 X 的绝对补，记作〜2。 

〜 j 4 =五一 A = 八 ic 辛 

〜』 的定义如图 12.4 所示 a 

由补的定义 可知： 

=A 

b ) — 0 
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0 =五 

d ) A\J 〜 A，E 

e ) A fl 〜 j 4=0 

定理 8-2.4 设 A 、 B 为任意两个集合,则下列关系式成立。 

a ) 〜 （2 ( J 』） = n 〜5 

b ) . 〜 （ j 4 n 万） = ^ a .u ^_s 

证明 a) ^(A\}B)^{x\me^{A)JB)} 

^{ x \ x ^ A \ JB } 

= { a ：| 0 荦 Z ) A (忠牟五)} 

^ { x \ (怎€ 〜 2) A (®€ 〜 B )} 

= ~ j 4 n 〜丑 

b ) 其 证法与 a ) 类似 3 □ 

定理 H 5 设次 S 为任意两个集合，则下列关系式成立 c 

a) A^B—A fl 〜 B 

b ) A-B = A -{ AViB ) 

证明 a ) 从略。 

b ) 设 a?e gp 且洛法及。因 必有 x 丰 

( Br \ A) s 故成 [ j -(5 ru )]， 即 』一5 SU - CBfU )：[。 

又设疋 €[4-(丑(14)], 则2且疋法 OBfU ), 即疋 €』且 
〜 （ dfl 功 ， d 且 ® ■或疋€ ~ 式但且迄 €■ 
是不可能的，故怎€4且疋€ 〜尽 x ^ A -^ B y 得到』 一 ans)e 
A - B 0 因此 d — B = A — （ jflB )。 i D 

定理 3-2.6 设桌及 a 为三个集合，则 

zn ( B - o ) = ( AnB )-( Anc ) 

征明 An ( B - o)^An (Bn ^ c ) 

又 （a n b ) - (z n co = n』）n 〜 u n co 

n (〜 zu 〜 

uc ^ n ^ n - o ) 

u n 刀 n 〜 t ?) =_4 n 刀 n 〜 g 
因此， cb — co ^( Anp ).，. C 4 n <?) n 
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定理 H 7 设疋5力两个集合，若则 

a) 

b ) ( B ^ A ) UA = £ 

证明 a ) 若喊成 则冗及 因此万必有糸故 
〜 _B 必有 ; 〜 A, 即〜丑口〜 A 。 

b) (B^A) UA^ {.Bn -A) UA^ (5 u^) n c-^u^) 

^(B\JA)n^-B{j^ 

因为，就有因此 

( B ^ A ) UA^B □ 

(4 ) 集合的对称差 , 

定义设次 B 为任意两个集合，2和万的对称差为 

集合叉其元素或属亍為或属于但不能既属于 A 又属于 B , 

记作2肌 

S = A @ B = ( A - B ) U ( B ~ A )^{ x ) a >^ A \/ x ^ B } 

对称差的定义如图 3-2.5 所 

4 

由对称差的定义很易推得如 
下 性质： 

a) 

b) A©0=-A 

o) 2 ㊉ 2=0 

d ) 门〜 5 )U (〜 

e ) U ㊉ 釣 ©C = A ㊉ ⑽⑺ 

证明 e ) ( A ® B ) iS )0 

-(c^©5) n 〜 c) u ( 〜 (a© 5) n O) 

- [(⑽ 〜 奶 u c 〜盃⑽ ） n 〜cg 

^ u [ 〜（⑽ -B)u(-Ar\B)) no) 

=(ah 〜 Bn ^o) y (〜 An 万 n 〜 o) 

U[((-A\jB)f)(A\J-B))^]0} 



图 H5 


* 92 






= [((^A\JB)f\A)[j ((^A[jS)f] 〜 5)] HO- 

七〔 ( 〜 uunje) lk n 〜方） 

u (jsn 〜方 ) ） n<? 

= (0u(2fi 丑 ） u (〜 zn 〜方） u® no 

= (Af]BC\C) \J (^Af] Sf]C) 

故 U©^)©a 

=(an 〜万 n 〜 co u (〜 an 丑 n 〜 a) 

U (Af\BnG) U(-^n ^Bf]G) ■ 



又 妨 CB ⑽ 

( B @ c ) ] u [〜 an (^© a)i 

u [ 〜 2n ((b 门 〜⑺ u ( 〜丑 n g ))2 

cc -^ u ^ ncjsu - c )] 
u [02 fi J?n 〜⑺ u 〜£ nco ] 

因为 A[\ ((^BUO) r\ (B[) ^O)) 
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— [(〜及 ） u (〜丑 n 〜 o ) 

u ( onB ) u ( or \^ o)j 

^( Ar \- Bn ^ o ) uunor \ B ) 

故 A < s >( B & y ) 

= (4n 〜〜 co ut^n^nco 

\k^a(\bc\^o) u ( 〜盜 n 〜丑 nc ) 

因此 ( A ^ B )^ a ^ A ©( B < S ) 0 ) 

对称差集的结合性亦可用图 3-2.6 说明。 



图 3-2.7 


从图 3-2 J 的文氏图亦可以看出下列关系式成立。 


AUB^(Af\ 〜 B) U(Bf) ^A){J (Af) B) 
AUB ^( A ^ B ){ J ( AC \ B ) 


习题 

Cl ) 设2=何怎<5,3^ 奶, a ： 是正偶数}，求 n 

(2〉设是 book 中的字母}, B = { a ： 沁是 black 中的字母}，求 
AUB , Ar \ B a 

(3) 给定自然数集合 A 的下列 子集： 

3 > 7, 8}, JB - { i \ Pc 50 } 

可被3整除， 0 < i < 30 } 

V ^{ i \ i =2^ 0< A <6> 

求下列 集合： 

■ 

a ) AU ( BV ( G [ JU )) 
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b) An (Bn 07nD)) 

c) B- (A[}G) f 

d ) 

(4) 证明对所有集合次 S 和 A 有 

CAyB)UC^AniBuO) Iff CQA 

<5) 证明对任意集合 A 、 S 、 C ， 有 

a ) (A-B) UO — 

b) 01-S)—C = C) - 3 

(6) 确定以下 各式： 

0 n w, in n 现 { 附―队 w>-{{0}> 

(7) 假定/和 s 是丑的子集，证明以下各式中每个关系式彼此等价。 

a ) 〜 Ar \jS=S^ 

b ) A n S = (3 j ^ S f 〜 A 

c) A\JB=^E, 〜盈 = 足 

d ) ^；© B - 0 

(8) a ) 已知是否必须 

b ) 已知 C 是否必须 

c ) 1 已知是否必须 B - C ? 

(9) 设2、 S 、 c ? 是集合^在什么条件下，下列命题是真的？ 

a ) ( A - B ) U ( A - C)^A 

b) U-5)UCA-C)=0 

c ) ( A - B ) n ( A ~ C ^^ 

d) U^B>©(^-C)-0 

(10) 借助于文氏图考察以下各命题的正 确性： 

a ) 若 2、 B 和 C 是丑的子集，使得 C 和则 dnPHf 

b ) 若 A 、 S 和 G 是五 的子集，使得 〜 （ BU 仍和 BS ~(4 U 0), 則 

(11) 证明： . 

a ) 屋 n ( B ® c ) = unB )© oiri (7) 

b) a\j (^©o^uu^euua) 

s 

*3-3 包含排斥原理 

I ■ 

■ 

集合的运算，可用于有限个元素的计数问题 & 设為为有 

!• S I 4 - L S _ _ _ 
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限集合，其元素个数分别记为 WiL 1^!,根据集合运算的定 
义,显然以下各式成立。 

■ 

| 1 J A s I ^ f ^t \ + I I 

min(| Ma[) 

U 4 X — A 3 \ ^\ Ai \ — |^ a | 

] I = ] -^ 1 1 + [ I — 2 Ma D -^a 1 

这些公式可由图 3-3.1 的文氏图上直接得到说明 D 但是在有限集 

的元素计数问題中，下述定理有 

着更广泛的 应用。 

定理 3^8，1设為， A 为有 

限集合，其元素个数分别为 M 丄 

I 从则 

I jli u | ~ | | + Mfl | 

-! An ^ a | 

证明 a ) 当 4 与 A 不相交，即则 

J j4i U j4a J ^ | -^l | + | \ 

b ) 若则 

\A 1 \ = j j4，i fl ~ j4a I + I f! A a \ 

\^ s \ = I n \ + j Ai n I 

所以 m!i + | a 卜 lAn 〜 』 3 | + i 〜 Aru a |+2:4 n ^| 

但 -| jii n 〜為 j - i - 1 ^ -Ai n I +1 n a .^ \ — j u a s \ 

这个定理,常称作包含排斥原理。 

例里 i 假设在10 名靑年中有 5 名是工人， 7 名是学 生 其中兼具有工 
人与学生双重身份的青年有 3 名，问既不是工人又不是学生的青年有几名。 
解 设 工人的集合为见,学生的集合为叉則根据题 设有： \ W \^ 5 , jfij 

-7, | Tfn 沒卜3。又因力卜 PFn 〜及 | +丨顶 u 沒1=10,则 

I 〜 识(1 〜汉 1=10-丨 wu 列 = io —(| TFi + i ^ i - ii ^ n ^ j ) 

= 10-(5 + 7-3) =1 

所以既不是工人又不是学生的青年有 一名* 



图 
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对于任意三个集合沁，么和我们可以推广定理 
的结 果为： 

| U jifl [J f = f jli j + j A s j + II — I H A % \ 

— I A% n 丨一 i 為 n 4 [ + \a.± n A^r\ As\ 

这个公式可以通过图 3-3.2 予以验证 。 

例屋3在某工厂装配三十辆汽 
车3可供选择的设备是收音机，空气调 
节器和对讲机。已知其中15辆汽车 
有收音礼8.辆有空气调节靜，6辆有 
对讲礼而且其中 3 辆汽车这三样设 
备都有。我们希望知道至少有多少辆 
汽车没有提供任何设备。 

解设』1， 2a, 4分别表示配有 图^ -3 * 2 

收音机、空气调节器和对讲机的汽车集合。因此 

IAI- 15 , | 山卜6 

并且 ♦ | At fl -dLa H A3 1 =B 

故 MiU^aU^I-15+8+6- 

j A .^ n A31+3 

~ 32 — I n -is I m I -^1 n -^3 1 一 I 為 n 山 I 

因为 Mun 為 |>|4 n 木 n4| 

UinA (> Min^n^ 5 | 

\ A ^ nA ^\^\ A t nA 2 nA z 

我们得到 J -^-1 U U^a J ^32 一 3 — 3 — 3=23 

即至多有 2S 辆汽车有一个或几个烘选择的设备，因此至少有7辆汽车不提 
供任何可选择的设备。 

对于，包含排斥原理，可以推广到 n 个集合的情况 。 

定理 L 3.2 设^^^^ …， 人为有限集合，其元素个数分 
别为 \^ ii , ]A|, **•, 则 

1 迤 U 戽 U“. LU"| =SK|- J^ D \ AnA t \ 

+ 2 I 為 n 為 n 為 fci 

+ … +(-i/- i lAru 3 DAn … n4j ① 
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证明用归纳法证明。 

⑴归纳基础 1 LMa | = I -di I + ] jia I " Mifl jia| 

(2) 归纳步骤 

设对于 r_l 个集合等式成立。（归纳假设） 

对于 ^ 个集合 A , 由归纳基础可得 
1 杰 u 為 u … u u 戽卜 Mi u 戌 u … u 為 -i I 

+ Mr I - Mr n 〔』1 U ▲ U … U A*-l) I 
= MiLM a U … UU+ 

HArUi) ik 為 n 為 ） u … utxmo[ (ii) 

对于矿 一 i 个集合木 ru,(4=1 ， 2 , … ， r—i ), 由归纳假设 

K 土 n 也 ） u (木 ru s ) u … U 〔▲ ru,- ： i) I 

= 2l^n^[- s |(^n^)n(^n^)| 

*=1 

+ … + ( — l) w I (▲ n a) n ( 人 n a) n … n (‘ n ^_i)| 

I T 

= 2l^n^i- 2 

4=1 1 

+..,+( 一 i) ^ a I ri n … n 木 _i n 41 cm) 

另外对 ^ 一 1 个集合為 Xbi, 次 … ， ^-1 ), 由归纳假设有 

MiU 為 U … U4—1 卜 i l^i] - 2 MiH A f \ 

4^=1 l«cj<r—1 

+ 2 Kn^n^i 

+ … + (- 1 广 3 1 ▲ ru a ri … n I (iv) 

将 (in) 、 （ IV) 代人 (II) 得 

UiU^u-uA| = 2 1^*1 - 2 Kn^[ 

名 =1 

+ 2 I Aif \ 

1<4< f<h<r^ 1 

+ … +(—iy- a M 1 ru i! n-n』 r _ 1 | + M r [ - 

—(2l^n^i- s … 

\ #=i l*si<7<r—1 

I 

■ 





整理后得 


… I 一 S I -4 ；nI 

‘=il 

+ s I 斗 n 為 n 迹 I 

l < i < j < Jc<r 

+ … +(- i ) n | J i 1 ru a ri … runnel □ 

例题 3 茬 1 到 250 之间能被2, 3, 5和7任何一个整除的整数个数。 
解设禹表示1到350间能被2整除的整数集合， 

A , 表示1到350间能被3整除的整数集合， 

山表示1到 25 Q 间能被5整除的整数集合， 

A , 表亲1到250间能被7整除的整数集合， 

匕」表示小于或等于$的最大整数。 


⑷4亨」 = 125 

Min ^^ l ^ rUl 7 
i 以卜 

! A 1 n ^2 n ^ 3 | =[ 
l ^ n ^ n^i = j ^ 

我们得到 


卜 L 手 J =83 

f 山卜 L^J =35 

丨械卜 LS= 35 
I 邮叫 H > 16 

㈣ 山卜浩 > 7 

— i 4^ t > 5 

㈣ 态 0 山卜 UxU =2 


250 


3x3x5 



8 


2 x & if ]^ 3 

l ^ in ^ n ^ n^j 


250 




2x3x5x7 



l A ± u A s 0 A^U A 4 l =125 +83+50+ 35 - 41-25^17-16 

—11—7+8+5+3+2—1=193 


S -3 习题 

Cl ) 设某校足球队有球衣 38 件，篮球认有球衣15件，棒球队有球衣20 
件，三趴队员的总数为 5 S 九且其中只有三人同时参加三认，试求同时参加 
二队的叭员共有几人。 

(2) 设由某项调査,发现学生阋渎杂志的情况如下 ； 
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百分之六十闳读甲类杂志， 

百分之五十阅读乙类杂志, 


百分之五十阅读芮类杂志， 

百分之三十阅读甲类杂志与乙类杂志， 
百分之三十阋读乙类杂志与丙类杂志, 
百分之三十阋读甲类杂志与丙类杂志, 
百分之十阅读三类 杂志。 


问 a) 试求确实阏读两类杂志的学生百分比？ 
h ) 试求不读任何杂志的学生的百分比？ 

(3) 75个儿童到公园游乐杨,他们在那里可以骑旋转木马，坐滑行铁道, 
乘宇宙飞鉛，已知其中20人这三种东西都乘坐过，其中55人至少乘坐过其 
中的两种。若每样乘坐一次的费用是 0.50 元，公园游乐场总共收人70元, 


拭确定有多少儿童没有乘过其中任何一科。 

⑷ a ) 在一个班级的50个学生中，有26人在第一次考试中得到本21 

人在第二次考试中得到假如有17人两次考试都没有得到问有多少 

学生两次考试中都得到』。 

b) 在这些学生中，如果第一次考试中得到 A 的人数等于第二次考试中得 
到/的人泰，如果仅仅在一次考试中得到 A 的学生总数是40,并且如果有4 
个学生两次考试都没有得到问有多少学生仅在第一次考试中取得 A? 问 

有多少学生仅在第二次考试中取得 A? 
又问有多少学生在两次考试中都得 A? 

(5> 对200名大学一年级的学生 
进行调査的结 果是: 其中67人学数学, 
47人学物理，95人学生物，26人既学 

数学又学生物』38人既学数学又学物 
m , 27 人既学物理又 学生 物，50人这 
三门课都不学 a 



a) 求出对三门课都学的学生人数， 

b) 在文氏图(图 3-3.3) 中以正确的学生人数填人其中8个 区域。 


3-4 序偶与笛卡尔积 

I 

在日常生活中，有许多事物是成对出现的,而且这种成对出现 
的事物，具有一定的顺序。例如，上、下 i 左、右 i 3<4；张华高于李 




明；中国地处亚洲；平面上点的坐标等。一般地说，两个具有固定 
次序的客体组成一个序偶，它常常表达两个客体之间的关系。记 
作 <6吣。上述各例可分别表示为 〈上 、下>; 〈左、右〉； <3, 4> ; 〈张 
华、李 明〉；〈中国 ，亚 洲〉； &>等。 

序偁可以看作是具有两个元素的集合但它与一般集合不 
同的是序偶具有确定的次序。在集合中 b }^{ b , a } r 但对序. 

定义 3-4.1 两个序偶相等，〈气 V > = < M f 
应该指出，序偶<«, O 中两个元素不一定来自同一个集合, 
它们可以代表不同类型的事物。例如， a 代表操作码，6代表地址 
码，则序偶<1 &>就代表一条单地址指令 i 当然亦可释《代表地 
址码，6代表操作码，<七&>仍代表一条单地址指令；但上述这种 
约定，一经确定，序偁的次序就不能再予以变化了。在序偶&> 
中， a 称第一元素，&称第二元素。 

序偁的概念可以推广到三元组的情况。 

三元坦是一个序偶,其第一元素本身也是一个序偶，可形式化 
表眾为«%公，冷。由序偁相等的定义，可以知道2> 

v} r w>, iff<\ y} ^ <«, i = 即 x^u t y=v t 2 ，坊 0 今 

后约定三元组可记作 O, % s>。 应该注意 的是： 当$峙!^时，<% 

I 

V ，办 A 6。 必， 2>^<^ < V , 2》，因为 <s/, 不 
是三元组。同理四元组被定义为一个序偶，其第一元素为三元组， 
故四元组有形式为《％乳 A 妗且 

y y % y , w } = «p, q f r }, s> 

A C3 / A(K = r) A 0=-s) 

这样， n 元组可写为%, *-% %>且 

«%〜••% ① n - l > ，达 X < VU …， 讥-1>， 队〉 

玲 (a = 3/1) 八（％ = 势 ） A … 八 （Ad = y^-i) A (^ B = 

― 般地，元组可简写为 吻，…， 第 < 个元素 叫称作 《元 

[ 注 ] 可以定义 k = ^}}见 li*E_StoIl 著 ^Set Theory atid Logio 

24. 
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组的第 i 个坐标。 

序偁其元素可以分别属于不同的集合，因此任给两个 
集合2和瓦我们可以定义一种序俱的集合。 

定义 3 U 令益和万是任意两个集合，若序偁的第一个成 
员是2的元素,第二个成员是$的元素,所有这样的序偁集合，称 
为集合4和 B 的笛卡尔乘积或直积 o 记作 

例題 1 若 (ctj 0 }^ = 2， 3}， 求 B 

以及 ( AxB ) n ( BxA) c ■ 

解 AxB ^{( a t 1>, (a, 2), <«, 3), <0, 1), 2>, 3» 

a), <1, (2, «>, <2, 0 ) t <3, a), <3, p)} 

AxA^{(a } a} f (a f {f3, a)^ j5)> 

1>, <1, 2>, a /3), <2, 1>, <2, 2>, 

<2, 3>, <3, 1), <3, 2>, <3, 3)} 

( AxB ) n ( Bx ^)=0 

由例题 1 可以看出乒召 X^ D 

■ 

我们约定若崖 =0 或万 =0, 则 Ax 万=0。 

由笛卡尔积定义可知： 

by f c>I b}£AxB)A(c£0)} 

-{< a , b t cy \( a £ A ) A ( b ^ B ) A ( c ^ C )} 
Ax ( BxC )^{{ a r { b } A «6, c > eBxO )} 

由于 < a , <&, C » 不是三元组 ，所以 

( AycB ) xC ^ A ' x ( BxO ) 

定理 1 设次足 C ? 为任意三个集合，则有 

a) J.x(^U^)-(^x^) UC^x<?) 

b ) Ax ( Bf ] 0 ) = ( A ^ B ) n ( AxC ) 
o ) ( A { JB ) xC =( Ax . G ) U ( B ^ C ) 
d ) (^ nB ) xC ^( AxC ) n ( BxO ) 

证明 a ) 设 3 / > €^x(^U<?), 则疋 ye 

即江且 (3^召或3^0。 t 

* 102 * 



故 奸扔或 0G 尤托 C) 

得到 ^y&AxB 

或 <^ 吣 e l(A^B)\j(AxG)^ 

所以、 Ax ( BUO )^( AxB )\ J ( AxO ) 

又设 <^ 3/>e i(axb)\j(axo)^ 

则 <^ y)€AxB 

或〈疋，3/> G A xG , 即《 e 』， 3 / € 月或 y ^ O t 即 a ; € 』 

且 G/G 及或 a / G <?)。 


故 

^€AAa/€ (B[jO) 

得到 

y}&Ay. (B\jO) 

所以 

(AxB} U (A^G)^Ax(B\jG) 

因此 

Ax(B[jG) = (AxB) [j(AxO) 


o) g <^, ^>e(A\jB) xG^(x€(A\jB)AyGG) 

^(^A\/w€B)J\(y^G) 

^(< x ^^ A /\ y ^ C ) V ( x £ BAy € 0 ) 

o(<a 3/> e ^ xO ) vC <^ y >€^ xO ) 

的 ,S/>€ ((AxG)U(BxO)) 

因此 xG=(AxG) U (BxO) 口 

定理 3-4.2 若则 

证明若假定尽有 

<怎， y >^ Ay . G ^( a >^ Af \ y ^ C )^{^ Bhy ^ G ) 

=^<^ f y>€BxG 
因此 AyaG^By-G 

反之，若 G 关仏 AxO^£xG } 取 a/eG 则有 ' 

^A=^{x^A) A (y€G) 

y}€A^G) 

^(^B)/^(y^G) 

^ B 
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因此 刀 

同样，定理的第二部分可以类似地 
证明 。 D 

定理&4.3设次足 C 、 D 为四个非空集合，则 

的充要条件为方口 i) D 
证明若对任意和!^方有 

=>«^ i / y ^ CxD ) 

=>« C ) A « 功 

即 且五 = 

反之，若 2 C 且苫 QD ， 设任意和凡我们有 
<«, py^AxB^(x^AAy€B)^(a}SOJ\pSB) 

钤(<% y > eoy < D ) 

因此 AxBczG^D □ 

因为两集合的笛卡尔积仍是一个集合，故对于有限集合可以 

进行多次的笛卡尔积运算。 

为了与 n 元组一致，我们约定： 

^ 4 j ； x j 4^ x ^.3 ~ (Ai x x ^3 

■ 

A ^ xA ^ y ^ AsXA ^^ ( A % x x 

1 

= ((j4i X X ^4g) X ^44 

一般地 7 AxAx … x 丄=(丄><4>< … 

-{<^ Xs, — , %>| 0PxGil> A 八…八 

( a ?„ e A n ) } 

故 AX 為是有关 n 元组构成的集合。特别地， Axa 
可以写成2 3 ，同样地 = 乂 3 , ^/ AkAk ^ kA ^ A \ 

1 

3-4 习题 

(1) 设]=仉 ： LL B = {1』 2}, 确定下面集合 * 

a ) Ay . { l } y.B 
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b ) 

c) (By: A ) 2 

C 2) 设〜队构成集合逆 01) X 2。 

(3) 下列各式屮哪些 成立？ 哪些不成立？沟什么? 

a) UuB) xC^U^-CilxOjU <^xD) 

c) ( 4 © 3 )><(^@. 乃） =( 2父0 @( 5 >< 乃 > 

d) (A-B)xG^(Ay.O)-(B^(J) 

e) (A ㊉ B) xCr=(AxC) ㊉ (SxC) 

(4) 证 明:若 则 z = r 。 

(5) 证明： 若忑 Xl - XxZ , 且 则 Y ^ Z a 


3-5 关系及其表示 

关系是一个基本概念，在日常生活中我们都熟悉关系这词的 
含义，例如兄弟关系；上下级关系 i 位置关系等。在数学上关系可 
表达集合中元素间的联系。如 “3小于5”； 大于3^ “点 a 在6 
与 c 之间”等。我们又知道，序偶可以表达两个客体 、三个 客体或 
«个客体之间的联系，因此用序偁表达关系这个概念是非常自然 
的,下面先以实例说明。 

例如，电影票与座位之间有对号关系。设 Z 表示电影票的 
集合， F 表示座位的集合，则对于任意的 $€ X 和必有 Z 
与沒有“对号”关系和®与 y 没有“对号”关系两种情况的一种，令 
B 表示“对号”关系，则上述问题可表达为或亦可记为 
<®, y >^ R 歲东 因此我们看到对号关系 iJ 是序偶的集 

合。 

定义 34.1 在一序偶的集合确定了一个二元关系 B , B 中 
任一序偶<® ，吣 可记作公€ 丑或 不在丑中的任一序 
偶 汉〉 可记作<%穿> 孕及或 

例如，在实数中关系>可记作 > = {< a 沁 ky 是实数且 

*>分。 
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走义 3-5.S 令及为二元关系，由<% 的所有《组成 

的集合 domE 称为的前域，即 

■ 

dom R = { a ：| (3^) (<«, y > QR )} 

使公€丑的所有 S/ 组成的集合 raniJ 称作 i? 的值域，即 

rani 2= fo | (3®) (<«, 

R 的前域和值域一起称作丑的域,记作 FLD 尽即 

F r LD : J B=dom JJ U ran iJ 

例理 1 设』= {1, 2, 3, 5}, 2, 4}, 

2 ) f <1, 4>, <2, 4), <3, 4>}， 

求 dom ran IT，FLD 

解 2 j 3}^ raa £ f ={2, 4 }j FLDE ={1， 2』3, 4}。 

由于关系是序偶的集合，如果序偶的第一元素和第二元素分 
别属于不同的集合,那么羌系就是两集合直积的子集。 

定义 16. S 令 z 和 r 是任意两个集合，直积 lxr 的子 

集丑 称作足到: r 的关系。^ 

z 到: r 的羌系尽可以图 m . i 所示。 



图 3-5.1 


. 从关系的定义可以看到 domiigX , rani ^ F , 由例 題1 表 

明 S^Ay.B t dom H ^ A f ran H FLDJ ? =domH |J tqjiS 

^ AUB a 

我们今后把 Zx ： T 的两个平凡子集 Xxr 和 0, 分别称为 

X 到: r 的全域关系和空关系。 . 

当 x = r 时，关系丑是 Zxx 的子集 ，这 时称丑为在 Z 上 

的二元关系。 、 
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例邐 2 设隶 X 上的关系>及如111之 ran 〉。 

解 > = {<2, 1>, <3, 1), <4, 1〉，<屯2>, <4, 2>,冰3>} 

dom > ={2^ 3^ 4}^ : ran > ：= {1。2，3}。 

例鼉3若 仏 v ^ d } 表示一个家庭中父、母、子、女四个人的集 
合，确定 E 上的全域关系和空关案，另外再确定丑上的一个关系，指出该关 
系的值域和前域。 

解设丑上的同一家庭成员的关系为 J 

{fi (/j />, ( m , s) J d }, 

<& />， fn )， cf >， 汉 /> ，〈毛 《 心， 

I 

</^ f )^ d )} 

设 S ： 上的互不相识的关系为迅，则迅为全域关系 ，迅为空 
关系。 

设丑上的长幼关系力岛， 

丑 f {</， A 〈力屯 < 抑 〆 >，< 价， d >} 

domH^ ={fj ran£f 3 = {s f d } 0 

定义 84.4 设 h 是忑上的二元哭系且满足 ;1 

则称 h 是 Z 上的恒等关系。 

例如， 2 = 2, 3} ，则 1^ = {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>} 0 

因为关系是序偁的集合,故同一域上的关系，可以进行集合的 
所有运算 o 

例思类设昱={1,2』3, 4}，若是整数 }， S = l <： c , 
J />|^ ■是正整数^求丑 U 5, 

解 ^{(h 1>, <1, 3>, <2, 2>, (2, 4>, <3, 3>, 

1>，« 4>, <4, 2)} 

^={<4, 1}} 

IXUS ^ id , 1), <1, 3>, <2, 2>, <2, 4>, <3, 3>, <3, 1>, 

(4, 4>, (4, 2>, <4, 1» 

^ H ={( l f 2), <2, 1>, (2, 3>, <3, 2% (3, 4>, (4, 3>, 

a 4>, <4, i >} - 

汉一 丑={<4, 1>} 


定理 8^6.1 若幺和 s 是从集合 x 到集合 r 的两个羌系, 
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则之、汶的并、交、补、差柄是 Z 到 F 的关系。 

证明因为之 GZxF , 汉 QZxY 

故 ZUS ^ X ^ Y , ZDS ^ X^Y 

^^( XxF-^QXxF 

z - s^zn - s^xxv n 

从上面我们可以知道， Z 到 F 的关 系及是 ZxF 的子集, 
如果令 X 和 r 为有限集，则二元关系及除了可用序偶集合的锻 
式表达以外，亦可用矩阵或图形表示。 

设给定两个有限集合 X = 〜 俶 ，… f 

%},丑为从 X 到 F 的一个二元关系。则对应于关系及有一个 
关系矩阵尨*=[化]„^，其中 

to 当茳及 
(i = l, 2 , m ； j=l r 2 ^ n) 


例题&设叉=〜化疋山 j/aj 

丑={<也 yi)i yih y ^}, ya )> 〈叼 * y %), (^ jfi ), 

(^ 4 , 写出关系 短阵藏 R 。 


解 




0 0 


L 1 1 o J 

例题 《 设 4 = {私2, 3, 写出集合 -4 上大于关系 > 的关系矩阵 a 
解 >={(2, 1>, (3, 1>, <3, 2>, <4, 1>, <4, 2>, <4, 3)} 


故 



有限集的二元关系亦可用图形来表示，设集合 Z = 

…，〜}到 f ={ 九抓…，上的一个二元关系为昃首先我 
们在平面上作出771个结点分别记作句，办，…， a ?„, 然后另外作 n 

个结点分别 记作热 ，恥… ，办。 如果而则可自结点叫至结 
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点奶处作一有向孤，其箭头指向!^如果私则為与奶间没 
有线段联结。这种方法联结起来的图就称为及的关系囿。 

例题 7 画出例题 5 的关系图， 

解 例题 5 的关系图如图 3-5.2 所示： 



图 3-5.3 图 3^5,3 


钶题8设4, 5}, 在』 上的二元关系 H 给定为 ： {<1, 
5>, <1, 4>, <2, 3), <3, 1>, <3, 4), <4, 4>}画出 jB 的关系图。 

解因为 i ? 是 X 上的关系，故只需画出2中的每个元素即可《如果 
就画一条由 A 到％的有向弧，本题的关系图如图 3-5,3 所示。 

由于关系图主要表达结点与结点之间 
的邻接关系，故关系图中对结点位置和线 

段的长短无关，本例的关系 e 亦可表达为 
如图 3-5.4 所示。 

我们需要指出， 从工到 r 的关系 i ? 

是 Xxr 的子集，即而 Xx 

re (x\jr) x (X[)r ) } 所以 i^pr 图只 .4 

ur ) x ( xuiO 。 令之 Wl x 因此，我奵今 
后通常限于讨论同一集合上的关系。 

S 

3-5 习题 

s 

(1) 列出所有从\ 4到 r ={5> 的关系。 

( 2 ) 在一个有*个元素的集合上，可以有多少种不同的关系。 

(3) 设豈={6:00^ 6：30, 7:00 ,… J 9：30 J 10:00} 表示在晚上每隔半小 

时的九个时刻的集合，设 B = {3, 12, 15, 17} 表示本逋四个电视頻道的集 
合，设取和禺是认2到 B 的两个二元关系。、对于二元关系场 ^ \ 
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El U B ,, 负岛 ㊉ 瓜和 iJi 〜尨分别可以得出怎样的 解释。 

(4) 设 L 表示关系“小于或等于'乃表示整除， i 和 D 均定义于{1，2, 
3, 0}, 分别写出 L 和 D 的所有元素,并求出 in 

(5) 对下列每一式所给出 X 上的二元关系，试给出关系图。 

a ) 仇 1，2, 3, 4} 

b ) {(^ y >|2^^ 沒除辱 这里 A ^{ n \ neNAn <10} 

c ) y )\ Q ^^ y ^3} 9 这 里乂一 {0, 1, 2, 3, 4} 

d) { 汉沒 >| 方和？是互质的 ]^ 这里』 ={2,3,4,5,6} 

C 6) ^^{0, X 2 f 3, 4, 5, 6} 上的二元关系 ， {(A y }] x^yVtL 是质数 }* 
写出关系矩: 

(7) 设 P 〜[(1，2>, <2, 4), <3, 3 H 3>, <2, 4>, <4, 2}} 

找出 J ? U 公， PC \ Q t domP ， dom ^, i ^ nP r ran don ^ JPnQ )， ranCPnQ ) 

(8) 证明集合 d 是一个关系，当且仅当 jGdomAxrand 。 

3-6 关系的性质 

■ 

■ 

有了表达关系的各种方法，下面就可以对关系作进一步的讨 
论。我们特别注意的是在集合 Z 上的二元 关系友 的一些特殊性 

质。 

定义 34.1 设丑为定义在集合 X 上的二元关系，如果对于 
每个有则称二元关系及是自反的， 

忑在叉上自反玲0/怎）（怎€ X ^ xEx ) 

例如，在实数集合中是自反的，因为对于任意实数 
成立。 X 如平面上三角形的全等关系是自反的。 

定义34+3设丑为定义在集合 Z 上的二元关系，如果对于 
每个 A 3 / € X ^ 每当 ccli / y f 就有 yEx , 则称集合 Z 上关系 丑是对 

称的。 

丑在 Z 上对称台 ( VW ㈣ ( x^X Ay € XhmBy ^ yBx ) 

飼 I 如，乎面上诸三角形集合中三角形的相似关系是对称的，因 
为若三 角形乂 相似三角形足则三角形 B 必相似 三角形4。同 
理，在同一街道居住的邻居关系也是对称的。有些集合 Z 上的关 
系，既是自反的，又是科称的 P 



例匯 1 设5, 7}, S -^化 是整数 I 验证五在4 
上是自反和对称的。 

证因为对于任意 tf = 0, 即& ASJJ ， 故 B 是自反的。 

又设 e 牟如果 （a p 〉 g 尽即是整数，则也必是整 
数，即 （ y , a ) eB , 因此 B 是对称的。 . 

定义 K ,3 设丑为萣义 在棄合 Z 上的二元关系，如果対于 
任意 A &,名 H 每当 xE ^ t 曳: kz 时就有称关系 if 在 z 上 
是传递的。 

丑在 Z 上传递 1 

^ ( Va ?) (vj/) ( Vs ) (® e x a 3 / e x a 2 e x a 

疋 Ry i\ yBz ^> a > Mz ) 

例如，在实数集合中关系、< 莉 =, 都是传递的。又如，设 
M 是人的集合，丑是盔上的二元关系， 若<1 衫当且仅当 a 
是6的祖先，显然祖先关系丑是传递的。 

例题2设: S ：= H 1, 2, 3}, Si = {a 2), <2, 2)}, R s = {<1> 2», 

{(1, 2>, (2, 3), <1, 3>, (2, 1», B u 迅和 私都是传递关系吗？ 

解根据传递的定义， 馬和恥 是传递的。但对于爲，因力<1, 2〉 €1£办 
< 2 , 1> € B, t 但 <1, x ) ^ R St <2, 2) ^ R, f 故私 不是传 递的。 

定义 K .4 设 i ? 为定义在集合 Z 上的二元关系，如果对于 
每一个 cr € X , 都有 <义 xy ^ R t 则 i 2 称诈反自反的。 

丑在 X 上 反自反 ^( Va ;) ( ai ^ X -^ ix , a > y ^ R ) 

例如，数的大于关系，日常生活中的父子关系等都是反自反 
的。应该注意:一个不是自反的关系，不一定就是反自反的。 

例鼉3 2, 3}， ^={<1, 1), <1, 2>, <3, 2>, <2, 3>, <3, 3», 

验证 W 不是自反也不是反自反的。 

证明因力但 <2, 2)^ 故5不是自反的，又 le 牟但 
<1,1> € S t <3, 3> e & 故汉也不是反自反的。 

定义 3^6.5 设丑为定义在集合 X 上的二元关系，对于每一 
个疋， y ^. X f 每当和 yMx 必有则称丑在 Z 上是反对 



称的 ，即是 

( V ®) ( V 穿） ( m ^ X As/G ^ Axltp 
例如实数集合中 < 是反对称的，集合的 g 关系是反对称的。 

因为 

八(汉办)—(边 = y ) 铃 — ](>，穿)— —](( x _%) 八 ( yi 2 aO > 

台一](。=设 )—(®4 y ) V (^制 k 

^( x = y ) V (^%) V ( y ^ x ) 

台― [ ( ㈣ 沒 ） A (^) ) V (咖） 

^(^ y ) A (怎％)—沒奋 


故关系 i 2 的反对称的定义亦可表示为 

(V 仿） （ Vf)0€ ^ AyC X !\ 忠 .y 1\ 龙與 — y» 

注意： 可能有某种关系，既是对称的，又是反对称的。 

例如 』 A = { 1 , 2, 3>, S ={<1, 1>,兑饮 <3, 3>},则汉在 

』上是对称的也是反对称的。但如， A ^{ a , b f c} f N ^{< a , by . 


< G/ c >, 则及既不是对称关系，又不是反对称关系。 

s 

例邏 4设某人有三个儿子，组成集合 A ^{ T , G , H } t 在4上的兄弟 
关系具有哪些性质。 

解在1上的兄弟关系是反自反的和对称的。 

注意：兄弟关系并不具有传递性，这是因 
沟若 TBG , 根据对称必有卿，但 （ T , T ) 车 B , 
故 B 不是传递的。 

例鼉 6集合 J = {1, 2, 3, 4}， I 上的关系 
^={<1, 1>, <1, 3), <2> 2), (3, 3), <3, 1>, 

<3, 4). <4, 3>, <4, 4 )}讨论5的性质 0 

解写出 B 的关系矩阵并画出关系图如图 

所示。关系矩阵 
^ 1 0 1 



m 



0 1 


1 


1 1 


0 1 


y 例題5的关系矩阵和关系 图容易 看出， JJ 是自反的，对称 
的。1般 地说： 
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a ) 若关系 jz 是自反的，当且仅当在关系矩阵中，对角线上 
的所有元素都是在关系图上毎个结点都有自回路。 

(2) 若关系 月是对 称的，当且仅当关系矩阵是对称的，且在 
关系图上,任两个结点间若有定向弧线，必是成对出现的 。 

(3) 若关系 ii 是反自反的，当且仅当关系矩阵对角线的元素 

皆为零,关系图上每个结点都没有自回路。 ' 

(4) 若关系月是反对称的，当且仅当关系矩阵中以主对角线 
对称的元素不能同时为在关系图上两个不同结点间的定向孤 
线不可能成对出现。 

传递的特征较复杂，不易从关系矩阵和关系图中直接判断。 

S -6 习题 

CD 分析集合豈={1，2, 3} 上的下述五个英系。 

a ={( l , 1>, <1, 2>, <1, 3>, <3, 3)} ^ 

1>, (1, 2>, <2, 1>, <2, 2), <3, 3» 

^^{<1, 1>, <1, 2>, <2, 2>, <2, 3}} 

0 =空关系 ^ 

全域关系 

^ 判断 d 中的上述关系是不是 a) 自反的， b) 对称的， c) 可传递的， d) 反 

对称的。 

⑵给定 4}, 考虑 a 上的笑系乓若 

a 4>, (2, 3>, <2, (3, 4» 

a ) 在 dx A 的坐标图中标出并绘出它的关系图； 

b ) B 是 i) 自反的 ， ii) 对称品，可传递的，的反对称的吗？ 

(3) 举出2, 3} 上关系 iS 的例子，使它有下述性质。 

a) " 既是对称的又是反对称的； 

b) 12既不是対称的，又不是反对 称的； 

<0 忍 是可传递的。 、 

(4) 如果关系月和沒是自反的，对称的和可传递的，证明 Bn 及亦是自 
反、対称和可传递的。 - 

(5) 给定和5上关系 U ={<1， <4, 3>，<2,幻， 
<2, 1>, <3, 1)}, 说明 E 不是可传递的，找出关系 i£i3B , 使得莰是可传 
递的，还能找出另外一个馬2艮也是可传递的吗？ 





(6) 设 S 是集合 X 上的〜个自皮关系。 求证： S 是对称和传递的，当 
且仅当（屯 &) 和 （a, c> 在 i£ 之中则有 （&, 心在 R 之中。 

3-7 复合关系和逆关系 

■ 

二元关系是以序偶为元素的集合，因此对它可以进行集合的 
运算，如并、交1补等而产生新的集合。对于关系还可以进行一种 
新的运算,那就是关系的复合。 

定义^~7.1设为 Z 到: T 的关系，汉为从: T 到 Z 的关 
系，则 EoS 称为丑和 S 的复合关系，表示为 , 

3/>€ BA <3/, s >€^)} 

从丑和 & 求称为关系的合成运算。 

例如，如果岛是关系“是…的兄弟”，尨是关系“是…的父 
亲 '那么 及 。禺 是关系“是…的叔伯' 

又如,如果是关系 “是… 的父亲 i 那么是关系 “是… 
的 祖父' 、 

合成运算是对关系的二元运算，它能够由两个关系生成一个 

■ 

新的关系，并可以以此类推。 

例如丑是从 z 到 k 的关系， s 是从 r 到 z 的关系， p 是从 
之到疋的关系，于是 ( SoS ) 。尸和及。 ( SoP ) 都是从 jt 到见的关 

系 0 容易证明因此关系的合成运算是可结 
合的。 

例题 1 令2>, <3, 4), <2, 2>}和 ^ = -[(4, 2>, <2, 5>, <3 t 
l 〉， <1, 3 >}, 试求 iJ 。 兄汉。足 Ro(S^K), {BoS)cR y RoB ， So&^ 

解 5), <3, 2>, <2, 5» 

^J2={<4, 2>, <3, 2>, (1, 4}}^BoS 

2>[ 

Bo(SoR^ = {(3 y 2 >} 

BoB ={( l , 2} ? <2, 2» 

5), <3, 3), (1, 1>} 
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BoR 0 R ={( l ^ 2), <2, 2)} 

例題 3 设玢和為是集合讥1, 2, 3} 上的关系， 

^{{ i , j }\ i = j +2 } r 

求 JSjoiJj , M ± oE ^ oM ± 

U r ^={<0, 1), <1 ? 2), (2, 3>, (0, 0>, <2, 1» 

B^={{2 y 0), <3, 1» 

0>, <2, 1>} 

^^={(2, 1>, <2, 0>, <3, 2» 

JR iD S 3 oB is ={(1, 1>, <1, 0>, <2, 2)} ^ 

2), <1, 3), <1, 1>, (0 t 1), <0, 0>, (3, 2>} 

3), <0, 1), <1, 2), <0, 2), <0, 0), 

<2, 3>, (2, !>} 


由关系合成的结合律可以知道关系 i ? 本身所组成的复合关 


m 

系可以写成：及。及 办办尾…， 上‘..。反分别记 作沪' 


m —1 、 

n iB \ ■•*, n (m K —般地 

因为关系可用矩阵表示，故复合关系亦可用矩阵表示。已知 
从集合^ *■', ^ m } 到集合%}有关系 
苁则[叫]表示 i ? 的关系矩阵,其中， 

^当<而，％>€丑 


( i = l ， 2,…，) = 1，2, 

同理从集合梦 a , 到集合办，…， 4} 的关 
系 A 可用矩阵表示,其中， 

—P 当 〈仇 ^>es 
. 当 〈仇； ^>邮 


(夕=1，2 ,…,«! * = 1, 2 > p ) 

表示复合关系的矩阵 M 挪 可构造 如下： 

如果 F 至少有一个这样的元素扔，使得 〈為，奶〉 且〈办 











则〈叫私>€丑旧。在集合 K 中能够满足这样条件的元素 
可能不止奶一个，例如另有#也满足 #> €及且办> € A 
在所有这样情况下，〈叫心€及。沒都是成立的。这样，当我们扫 
描的第 i 行和 Af s 的第 A 列时，如若发现至少有一个这样的 
h 使得此行第 j 个位置上的记入值和第&列的第 i 个位置上的记 
入值都是1时，则在的第 i 行和第 A 列(%%上的记入值亦 
是1;否则为0。扫描过 I 的一行和的每一列，就能给出 

的一行，再继续类似的方法就能得到 M BoS 的其它各行，因此 
就可用类似于矩阵乘法的方法得到，即 、 

n 

，其中 A ^ k )o 

辩 i 

式中 y 代表逆辑加，满足 ovo ^ o , OVl ^ i , ivo - i , 1 V 1 = 1, 
八代表逻辑乘，满足 o 八 0 = 0, 0八1 = 0, lAO ^ O , 1 A 1 = 1 & 


例 a 3给定集合 A -{1, 2, 3, 4, 5}, 在集合4上定义两种关系 ， Be 
{<1, 2), (3, 4>, <2, 2〉}, ^={<4, 2), <2, 5>, 1>, (1, 3>},求 S 。 及和 

汉 oS 的矩阵 c 




'ooioo-j~oiooan ^ o o o 1 o 

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 I 00000 

I 

1 0 0 0 0 Q 0 0 0 1 0 r 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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关系是序偶的集合,由于序偶的有序性,关系还有一些特殊的 
运算。 

定义 a -7.3 设丑为 z 到 k 的二元关系，如将及中每一序 
偶的元素颇序互换，所得到的集合称为 ie 的逆关系。记作及，即 

丑。 =i 〈队 />€斯。 

如在集合 J 上，关系的逆关系是“而在集合 z = U , 
2, 8, 4> 到 F = \ 蚪上的关系 {<1, a>, <2, 从 <3, c>}, 

其逆关系为 ， 

1>, < c , 3» . 

从逆关系的定义，我们容易看出 = 这是因为 

定理 8^7.1 设 ie, 枭和私都是从乂到丑的二元关系，则 

下列各式成立。 

a) (i?tUi?a) d = 政 U 用 

b) 

o ) { AkBY ^ B ' kA 

d) (Ey=R c 这里及 = 2x5 — 丑 

e) {Hi.-BsY-Rl 

证明 a) <jx r 3/> £ (iJi u-Sa) e ^<3/, ®>€-SaUi?a 

铃化 ， € i 2 i V $> € i?a 

?/>e 莰 

d) <>, 3/>G ( 及 ) 。分 <3/, 3?>€ 丑 ㈡ y> 珐 i2° 

v > € 办 

o ) 因为及 一 i?a = 及 n 及3,故有 

(a n n ⑽。 

^用门 月卜 用一 战 


n 

定理 3-7.2 设7^为 从工到 r 的关系 ， s 为从 k 到 z 的关 
系，证明 C ^^ L ^ SVT 713 。 
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证明 


《 ^>G ( ToS ) c ^^ z >^ T-S 

y >^ TMy , z >^ S ) 

呤 en < s , y > e ^) 

% 

®>6 S a oT° n 

定理 8-7.3 设丑为 X 上的二元关系，则 

a ) ii 是对称的，当且仅当及=记 

b ) 忍是反对称的，当且仅当 

证明 a ) 因为及是对称的，故沁 ^ R ^ iy f ®> 

所以记。 

反之，若及=丑。因为 o 』 a ：> ej ^ 玲 < 3 /， ®> 

€祆所以 丑是对 称的。 

b ) 其证明留作练习。 □ 

关系#的图形，是关系丑图形中将其孤的箭头方向反置。关 
系及的矩阵血炉是的转置矩阵。 

P 


例鼉4给定集合叉^分，及是 X 上的二元关系， S 的关系矩阵 

r 1 0 11 


m r 




求 ip 和及0及的关系矩阵。 
解 




10 1 



^ 1 0 1 r 


■ 1 1 0 " 


_ 1 11- 


110 
_ 1 1 1 _ 

o 

0 11 

10 1 


Ill 

11 1 

Mfl 


3-7 习通 


(1) 设岛和是 A 上 的任意关系，说明以下命题的真假^并予以证 

a ) 若岛和 岛是 自反的，则岛。馬也是自 反的； 

b ) 若岛和 怂是反 自反的 ，则风。馬也 是反自 反的； 

c ) 若和爲是对称的，则 i ? i 。^ 也是对称的； 、 
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d) 若 Si 和尨是传递的，則 历。馬也是 传递的 # 、 

<2)证明若 S 为集合叉上的二元关系。 

a) 苫是传递的，当且仅当(办沒）£汶 

b) S 是自反的，当且仅当 
0) 证明定理 3-7.3(b) 

(3) 设5为: S： 上的关系，证明若沒是自反的和传递的，则5。沒=5，其 

逆为真吗？ ' 

(4) 令5为从 Z 到 Y 的关系， T 为从 T 到 Z 的关系。对于定 

义汉04〕 ^{y|<^ y )£ SAic ^ A} Q 
证明： 

a) 5(A) cr 

fo) rSoT}(A^^T< ： S(A)) 

■ 

c) S< ： A\JB)^3{A)VS{B^ 

d) S<iAnB)^8(A)r\S(ff) 

C5) S 是 2 上的一个二元关系 ， 如果 J! 是自反的，则—定是自反的 
吗？ 如果 S 是对称的，则疋一定是对称的吗？如果 S 是传递的，則 一定 
晕传递的吗？ 、 

(6) 设丑为集合I上的二元关系，丑在叉上反传递 <=K 办〉 （Vy)O^) 

(^€XAi/€XA^€XA ^Sy A. 疋存方乂 

? 证明丑是反传递的,当且仅当 ^ oE ) nisw。 

(7) 如果丑是反对称的关系』则在 itasr 的关系矩阵中有奢少非零值。 

(8) 设尽氏 I 1 为集合:£上关系，证明办(沒 UD^B。 汉 


3 - 8 关系的闭包运算 

上面所讲的关系的合成和关系的逆都可以构成新的关系。我 
们还可对给定的关系用扩充一些序偁的办法得到具有某些特殊性 
质的新关系，这就是闭包运算 a 

定义 3~8.1设5是 Z 上的二元关系，如杲有另一个关系 

此满足： 

a ) 苁是自反的(对称的，可传递的)； 

b ) J ^^ M ； 

o ) 对于任何自反的(对称的，可传递的)关系丑' 如杲有 
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3 足躭有及 R '。 则称关 系菸为 的自反(对称，传递)闭包。 

记作 

r ( n ) } ( S ( B ) t KR )) 

对于 z 上的二元关系足我们能够用扩充序偶的方法来港 
成它的自反 ( 对称，传递)闭包，但必須注意，自反⑽称,传递)闭包 
应是包含 s 的最小自反 Ott 称,传递)羌系。 

定理 m 设丑是 z 上的二元关系，那么 

a ) iJ 是自反的，当且仅当 

b ) 及是对称的，当且仅当 K 及）=月 

c ) iJ 是传递的，当且仅当 K 丑） 

证明4如果 iJ 是自反的，因为1任何包含 ii 的自 

反羌系丑' 有丑〃3良故丑就满足自反闭包的定义，即 

r (ii) —M 

反乏，如果 rCR ) tiV 根据定义 iHa ), ii 必是自反的。 
b ) 和 0) 的证明完全类似。 □ 

下面几个定理介绍了由给定关系及_ 求 r ⑻, «( iJ ) 和 K 丑) 
的方法6 . 

定理 M .2 设 J ? 是集合 X 上的二元关系，则 

证明令足对任意因为有<% 故 

<% a :> e R \ 于是足在 X 土是自反的。 

又 n ^ mix 即丑 gi ?。 若有自反关系 ir 且疋二故显 
然有于是 . 

故 r ( ij ) □ 

定理心故3设丑是集合 _ X 上的二元关系，则 

s (Jt) — i? U-H 0 

证明令足 = JJUi ^ 因为丑 E 刀 U 疋即足3尽又设 
y > G 丑， 则<% 3/>€丑或0€及』即 <3/,岭€此或如 *> 
eij , 故仏，岭 eJ ? u 及，所以及是对称的。 

n 

_ Q 0- 



设是对称的且对任意 0 则 y > 

€丑或《 y >€ if 。 当 <怎，《/>€丑则<% 丑'当<% v>€nr 

时，<1 a ^ eE J < y t a ^^ R tf f 因为 i ?，， 对称，所以 沁 €丑' 因 
此及 QS 〃， 故， 

定理 3 H 设月雇叉上的二元关系，则 

t(M) 丑 3 U … 

4^1 

证明 a ) 先证用归纳法。 

CmX 

■ 

(1) 根据传递闭包定义 i 2£* CR >; 

(2) 假定设<% 3/>€记 +1 。因为 JT +1 = 
R n - R , 故必有某个 cei , 使<% c >€ i ? 和 < c , 发>€戽故有 

<35, (?>0(五)和 < c , 罗> G ^(丑)即 y }^ t ( B ), 所以 

炉 +1 £_ 

故 0兒 E *( i 2) 

f nl 

b ) 再证 ftK ) gO 纪。 


设《 V >€ U ^ <3/, 2>e0 圯则必存在整教 * 和 *， 倖得 

i=l 

<^ y >€^ < y , ^> en \ 这样久 $€及。圯 即 z }^ Q ^ 
所以 til 兒是传递的。 t 

j=l 

由于包含 iJ 的可传递关系都包含 f (is), 故 

由 a) 和 b ) 可得圮通常，将0犮记作妒。 □ 

例题1 .设袅五是奴上的二元关系，且给 定五- {⑻&>, 
<& 〆 >,〜 a >}, 求 rCB ), s 〔 S )， tCS )。 

解 r(iS) —B\JI^ 

*={ 〈〜 私也 A (a ， 吟 <&, 6 〉， c>} 


• E 2 I 


腎 















(b f a) M c>j &) J a> 3 <a, c>} 

为了求得 t ( B ), 先写出 




M 






即 ^={{^ c >^ ( b f a} t (cj 6>} 






於={(^〜0^ 5>, ( o , C )} 


Id fit = 财。沉及 


0 =你 <& ， C >， 〈心 a)}=U 


继续这个运算有 ： 五=贷 




故 






B 加 +3 <X 2, 
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f(iO - Lj 皮 j JB U 於 U 逆 U … 逆 U 招 

4-1 

― a ), ( b f b )^ <^ o >, (aj 5>, ( b ^ c ),, < o , a ), 
<a, c>, (b, a), &)} 






从例題 i 中看到给定 z 上关系 $ 求 MiJ )， 有时不必求出每 
— 及，下面定理指出了计算 *( 用与集合 z 中元素个数的联系。 

定理设 JT 是含有 n 个元素的集合， i ? 是 X 上的二 
元关系，则存在一个正整数便得 _ 

i ( M )= M ] J ^\ J ^ U - U ^ 

证明设有％ ^ ex t 记 # cs )= i 2' 如果勾成立则 
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存在整数使得叫 i ?% 成立，即存在序列 h 有 

XtBet , …， Vi 及 W 设满足上述条件的最小 P 大于化則在 

上述序列中必有0<(<?<朽使因此序列就成为 

a^iBe^ e t Be^ hltet ， e t Ee^i, e ， 

、 y 、 丨 … v ■* 

t 个 &一 5) 个 

这表明叫於而存在，其中 AW + p — ? =卩一(？一0<乳这与 

I 

P 是最小的假设矛盾，故 P > n 不成立。 □ 

从本定理可以知道，在九个元素的有限集上关系丑的传递闭 
包不妨写为 i ( M ) 货 U … 

例题 a 设2 = &,〜办, 给定』 上的关系五为£ = {{^6}, <6, a >, 

<& 〆 >,<& £?〉},求 KB )。 



0 0 0 0 


当有限集 Z 的元素较多时』对关系丑的传递 闭包及 +进行矩 
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阵运算，显得很为繁琐，为此 Warahall 在1962年提出了 JB + 的一 

个有效算法 如下： 

&) 置新矩阵 
(2) 置 ' 

⑶对所有 j 如果 4 U , i ]= l f 则对 A = 2, …， 《 

Alj , 幻 +AR 幻； 


⑷ < 加1; 

(5) 如畢则转到步骒( 3 ),否則停止。 

例遒& 


已知 


解 


"11 0 0000 - 
0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

j 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

L 0 0 0 0 0 0 0 ^ 


求鱗。 



"1100000*' 

0 0 0 1 0 0 0 

I I 

0 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 


i - m , 第一列中只有将笫一行与笫一行各对应元素进 
行逻辑加,仍记于第 得： ， 

riiooooo - 
0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 


il:= 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 


0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 


时，第二列中丑 a 2：-1, Al 4 f 3]=1,分别将第一行、第四行各元 

I m 
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岽和第二行各对应元柰逻辑相加，仍分别记于第一行和第四行得： 

— 1 1 0 1 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 0 a 

0 0 0 0 1 0 0 

A ： = \ 0 10 10 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 lO 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

■ ， 

i =3 时，第三列中没有不等于零的元素， A 的賦值不动。 
i = 4 財，第四列中迸1, 4] = A [2, [毛4]=1,将一、二、四这三行 

和第四行对应元素逻辑相加，仍分别记子―、二、四这 H 行得： 

' 1 1 0 1 0 0 0' 

0 10 10 0 0 




0 0 0 0 1 0 0 

A ：^ 0 1 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

_ 0 0 0 0 0 0 0 _ 

5时， ^[3, 5]=1,将第三行与第五行的对应元素逻辑相加，仍记于 


第三行，由子第五行的元素都等子零，2的賦值不变。 






6, 一 7时，由于第六、七列各元素均为零， A 的赋 值不变 

1 0 X 0 0 0- 

0 10 10 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 10 10 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

■ 

传递闭包#在语法分析中有很多应用，现以下例说明 


M 


i? + 


o 


例通4设有一字母表 V ^{ A , B , C t D ^ d , f } 并给定下面六条规则 4 

A->Af^ B— Dd$ 3 C—e 

S —> J )% 

丑为 定义在 F 上的二元关系且 Aii %, 即是从而出发用一条规则推出一 
串字符，使其第一个字符恰为巧。说明每个字母连续应用上述规则可能推出 
的头字符。 








解 S 的关系矩 阵为: 


A B a D e d f 

厂 110 0 000 

B 0 0 0 1 0 0 0 

C 0 0 0 0 1 0 0 

D 0 1 0 0 0 0 0 

I 

e 0000000 

d 0000000 

f \_ 0000000 

则心 B + A 表示从而出发，经过多次连续推导而得的字符串，其第一个 

字符 恰为巧 的关系，此关系即是上例中计算的礼 

"1101000 

0 10 10 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 10 10 9 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

_ooooooo 

因此 A ), <A { A , D ), ( 3 , B ), D ), ( C f ( D > 

S ) , < D , D » 0 . 

这说明应用给定的六条规则，从 A 出发推导的头字符有三神 
可能，而从 B 出发推导的头字符有 S 、 15两种可能，而从 D 推出的头字符有 
B , Z ? 两神可能，从 C 出发推导的头字符只可能为〜 

关系月的自反(对称，传递）闭包还可以进一步复合成自反 

(对称、传递)等闭包，它们之间有如 下定理 ： 

定理 M .6 设 X 是集合，丑是 X 上的二元关系，则 

a) rs (E) = sr (JJ) 

b) ft (M) ^ tr (B) 

o) is(iJ) ^st (E) ' 

证明令 h 表示 X 上的恒等关系。 
a) sr(R) ^s(I x \jm - (^U^) U 

^ ^(- B ) 

I 

■ 
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b ) tr ( M ) Q ^ IxV ^ y = Q ( lx UJJ ^) 

=^ uuu ^=^ uu ^ 

i=l <=1 

= ■! x U t ( 哀） = 竹 C 丑 ) 


o ) 其证明并不困难，留作练习请读者自证。 口 

U 



习班 


(1) 根据图心8.1中的有向图，写出邻接矩阵和关系，足并求出 s 的自 
反闭包和对称闭包。 


(2) 设集合 b f d }, 2 上的关系 

b }, ( c , d )} 


a ) 用矩阵运筹和作图方法求出 S 的自 

反闭包，对称闭包和传递闭包 i 

b ) 用 Warshall 算法求出 B 的传递闭 

包。 

(3) 归纳出用矩阵和作图方法求出自 
反(对称，传递>闭包的一般方法 。， 

<4)设 B 是有限集 X 上的一个二元突 
系, 证明： 



a ) 对于任意在 X 上的二元关系足有 ii + 是可传 递的； 

b ) 若有 X 上任何其它传递关系使得 P 3 尽則必有 S+e 巧 

c ) ^就是定义 3_ S . l 中所说的传遂闭包^ 

<5)设尿 和埯是 集合』上的关系且 求证 


a) r (i2i) 3 r ( 

b) s(i?i) 3 s(_H 3 ) 

tO K * i ) atC ^) 

(6) 证明走理 H 6 的 C )。 

00 设岛和办是乂上的关系，证明 

a) r(iJi Ui?a) ~ rU r(£ a ) 

b) s(J®i U-& 3 )—U5(Bs) 


c) UtCM 2 ) 

(8> 设丑是集合 d 上的一 个任意 关系， = 证明下列各 
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a ) (^) + 

b) = = 

c ) (忍*)*=把 


3-9 集合的划分和覆盖 

-S ■ 


在集合的研究中，除了常常把两个集合相互比较之外，有时也 
要把一个集合分成若午子集加以讨论。 

定义3-0，1若把一个集合2分成若干个叫做分块的非空子 
集，使得 A 中每个元素至少属于一个分块，那么这些分块的全体 
构成的集合叫做2的一个覆盖。如果4中每个元素属于且仅属 
于一个分块，那么这些分块的全体构成的集合叫做2的一个划分 
(成分划)。 

上述定义与下面的定义是等价的。 

定义8~9+1'令2为给定非空集合，礼氏，…， &) 

S 中改 G 本 ^#0(^1, 2, m ) 且0况产或集合汶称作集 

< =1 

合2的覆盖。 

如果除 m 上条件外，另有 ^ n ^=0(^ j ) 则称茂是 a 的划 
分(或分划 h 

例如 ， A = { a , c }, 考虑下列子集 ： 


S-{{a, b}, {b, c}>, Q={{a}, {a f h} f c}} 

D = {M, {b } c}} f G^{{a } b } c}} 

^={R, W, io}} t F={{a} f a}} 


则汉、 G 是 A 的覆盖，2>、沒、丑是』的划分，尸既不是划分也不 
是覆盖。显然,若是划分则必是覆盖,其逆不真。-任一个集合的最 
小划分，就是由这个集合的全部元素组威的一个分块的集合。如 
上例中，卩是2的最小划分。 


任一个集合的最大划分是由每个元素构成一个单元素分块的 
集合，如上例中，五是』的最大划分… 


U 6, 


需要 注倉： 

给定集合 j 的划分并不是唯一的。但是已知一个集合却很容 
易构造出一种划分。. 

定义 3-9.2 若4…与{队4私}是同 
一集合 Z 的两种划分，则其中所有 AH 黾组成的集合，称为是原 
来两种划分的交叉划分。 

例如，所有生物的集合可分割成 {>, Z }, 其中 P 表示所 
有植物的集合，姐表汞所有动物的集合，又 X 也可构成 { E r F } } 
其中五表示史前生物，^表示史后生物，则其交叉划分 为兑〜 
< p (\ M f pf ] F t An 風 乂 n 巧，其中 pn 五表示史前植物, 
pnp 表示史后植物， an 忑表承史前动物， ini ? 表示史后动 
物。 

定理 19.1 设 { A lf A 3/ ^ 与{凡，、是 

同一集佘X的两种划分，則其交叉划分亦是原集合的一种划 
分。 

^ * 

证明因为题设的交叉划分是： 

Ui n B Xj 

A a f \ B af 為 flB*，•■•，. 

A-H B lt A r f ] 木门及}, 

在交叉划分中，任取两元素， A t n s kf Aj n 考察（厶 nj?*)n 
(為 n 从 ： ' 

i ： 若么爹 i 且因为為(1為=0故 ， 

I 

A‘n Bjifl A^f\B^=0f\B h f\ 私 =0 

I 

ii : 若且因为為 n 為二 0 , 凡故 

p 

in ； 《=：?+且情况与 i 相同。 

综上所述，在交叉划分中，任取两元素，其交为 

Atf ] 

其次，交叉划分中所有元素的 并为、 . 

^ m • • 





n u c^i n Br ,) u - iKArwu ". 

■ 

U {ArflB^} U •，. If 

^ C-4iH (Si UU■*■* U) U (-^sH C®iU^®aU .*， 
VB ^- CA.n (5 iU 5 a U - U ^ 4 )} 

=((A LMa u … u 丄 ） n CBi u 芘 U … U B m )) 

^ xnx^x □ 

定义给定 X 的任意两个划分{為，…，為}和 
{ B t) B ^ } ..., B 9 }, 若对于每一个 A f 均有氏使 AgB t , 则 
A Sf »-； A } 称为是 { B u B 9 } 的加细 

定理 8^9.2 任何两种划分的交叉划分，都是原来各划分的 
—种加细。 

证明设 Ul , ^ … ，毛}与{及， 5 a ，…，反}的交叉划分 
为 A 对丨中任意元素4 D 禺必有忒 n JSf 忒和4 D B ^3 h 
故^必是原划分的加细。 □ 


»-9习邐 


〔1) 4个元素的集合共有多少个不同的划分 f 

C 2) 设^是集合2的一个划分,我们定义2上的一个 
二元关系故使 〈I &> 6丑当且仅当《和 b 在这个划分的同一块中, 证明 ： B 


是自反的、对称的和传递的 



(3) 设巧和 吻是非空集合 A 的划分，说明下列各式哪些是2的划分， 
哪些可能是2的划分,哪些不是2的划分，并给予证阴 s 


a) 龙 iU 你 a 

b) nriHcr^ 


CJ OTi — ATa 

<4) 设 B 是集合 A 上的一个自反、对称和传递的关系 a 若{山，山， 
…，為 J 是 j 的子集的集合，当^^时，4车木，使 a 和6在一个子集中当 
且仅当 &) €尽求证{4,…是』的二个划分。 

(5〉设 { A lr A ^} 是集合的划分，若4门_0_札试 

证明 {^ n 氏也 n 迳…， 毛 n 可是集合 4 ns 的划分 • 
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3- io 等价关系与等价类 


下面介绍具有特别重要鳶义的一类二元关系,等价关系。 

定义 3 - 10.1 设丑为定义在集合 j 上的一个关系，若 ii 是 

自反的,对称的和传递的，则称为等价关系。 

例如平面上三角彩集合中，三角彫的相似关系是等价 关系； 上 
海市的居民的集合中,住在同一区的关系也是等价关系。 


例题 1 设集合 2, 3, 4}, 1), <1, 4>, <4,1>, (4,4>, 

<2, 2>, <2, 3), <3, 2>, <3, 3>} ft . 

验证 S 是 T 上的等价关系。 

解画出 iZ 的关系矩阵与关系图 H0.1 

" 1 0 0 1 ' 

0 110 
0 110 
_ 1 0 0 1 _ 

每一结点都有自回路,说明均 I :自反的 0 任意两 
结点间或没有弧线连接，或有成对孤出现，故 S 是 I 图 3-10.1 

对称的。从丑的序偶表示式中，可以看出 B 是传递的,逐个检査序偶，如 
艮 （1, 句€尽有 <1,4>€礼间理 <1, 4>€尽 <4,1>€5,有 <1，1> 
£尽… c 故忍是 T 上的等价关系。 . 

同样地,从关系矩阵亦可验证丑是等价关系 a 

例里3设/为整数集,_5={0^?>>1(010(1*)},证明5是等价关系* 




- 证明设任意 A 

I :因为 a - a 。及*0,所以 a ) € B 

II :若 C ^ iKlUOdZ ：)，= 为整数夂则&一£1=一此所以 

6 =a(mod ft) 


III ； 若 a 三 i>(modfc 〉 j 則 a—(f, s 为整 

数 ） j a—<?=-a — 6 + & —o — ^Ct + Oj 所以 ^=c(modh) 

因此 S 是等价关系。 


定义 8 - 10 . 2 设 iJ 为集合 / 上的等价关系，对任何 
集合 [a] B = 伽称为元素形成的及等价类。 


由等价类的萣义可知 [a% 是非空的， a 为 a 弓囡此任 
给集合2及其土的等价关系戽必可写出2上各个元素的等价 
类，例如在例题1中， r 的各个元素的等价类为： 

4> 

[2] « = [3] js = (2， 3} 、 ' 

■ 

例邏3设 J 是整数集合， B 是同余模3的关系，即 

S t;€ ^ ^=y(mod3)} 

确定由？的元素所产生的等价类。 . / 

解由例题2中已钲明華数集合上的同余模的关系是等价关系，故本 

例中由 J 的元素所产生的等价类是 

[0〕fl={-， 一6， — 3, 0, 3, 6， ■■-} 

[1K …，一 \ 7, ■■■} 

-4, -1, 2, 5, 8, 

■ 

I 

从例题3可以看到，在集合 J 上同余模3等价关系 ii 所构成 
的等价 类有： 

I 

[0] ji — CB] R l 

I 

[1] [4 ]n - [—2] b … 

(XU = [5] = [― 1] a … 

茸琿 ,8-10.1 设给定集合盜上的等价关系尾对于七 
证明假定0]及=[&]心因为 ae 故 a € [6： u 即 aBK 

反之，若设 

. .1 .-- ... 

即 m m R 

同理，若 cG [6] r bMc aBc^c^i Mjs, 故 [&] jjQ M b, 

由此怔得若则 1>] B =[^ U 。 □ 

定义 110.3 集合溢上的等价关系豕 ' 其等价类集合 
ild ] B \ aeA } 称作』 关于 iJ 的商集，记作 攀。 

' 如 例题1中商集例题 3 中商集 

2/ R - il 0 l fff [1]«,⑵府。 . 



我们注意到商集 1/ 及中 ，[0] r U [1^ U [2 ] a = /, 且任意两个 
等价类的交为0。于是我们有下述重要定理。 

定理 8-10.2 集合4上的等价戋系戽决定了 4的一个划 
分，该划分就是商集 2/ J 2。 

证明设集合2上有一个等价关系及，把与乂的固定元《 
有等价关系的元素放在一起作成一个子集 [ a ] ^则所有这样的子 
集做成商集為 " 及。 

I :在2/丑 = 中， LJM _ b =^。 

aeA 

n ： 对于 2 的每一个元素 a 由于夬是自反的，故必有 
成立，即故 A 的每个元素的确属于一个分块。 
m : 乂的 每个元素只能属于一个分块。 

反证若 Lb] Rj Ml 且 [&] 4 则 bHa , cBa 祗 
立』由对称性得成立，再由传递性得 Wfc , 据定理 S -10.1 必 
有这与题设矛盾。故2/丑是2上对应于及的一个 
划分。' □ 

定理 8-10.3 集合 i 的一个划分确定2的元素间的一个等 

价关系。 

延明设集合焱有一个划分汉={私， 私，…， S m } f 现定义 
一个关系足 当且仅当 a , &在同一分块中 。 可以证明这样规 

定的关系及是一个等价关系。因为 

I ： a 与 a 在同一分块中，故必有 aife 。 即及是自反的。 

II ：若0与6在同一分块，6与(*也必在同一分块中，即 
^ bJRa , 故及是对称的 

ni £ 若《与&在同一分块中 ， &与 c 在同一分块中，因为 

f ) 

即&属于且仅属于一个分块,故0与 c 必在同一分块中，故有 

{aMb) A (& j?o) ^ (aJffic) 

即及是传递的。 i ? 满足上述三个条件，故及是等价关系，由及的 
定义可知』 N 就是 々及。 □ 
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例適 4 e} r 有一个划分 S ^{{ a , &}, { c}, R e}} t 

试由划分及确定 2 上的一个等价关系^ 

解我们用如下办法产生一个等价关系 S 

Bi ^ {a, &} x {a, = a) J (a^ b}„ (b, a} t <&^ 6)} 

E 2 = { c > x {e} = {(Cj c}} 

iJ 3 = {^ ey ^ id , = d ), { e , e )} 

a〉，〈&j &〉， 〈Gj <?〉， <dj d 〉， 〈〜 

<〜 &>,<&，仏他仏 & d >} 

从 B 的序偶表示式中，容易验证 B 是等价关系。 

应该注意，本钶中确定丑的方法与定理 3^10.3 中所述确定 
等价关系方法实质相同。 

定理 tl 0.4 设为非空集合沍上的等价关系，則 
i ? i = i? 3 当且仅当』/ 此 — 』/也。 

证明因为々及={[>：1&|«62} 

- ji / i? a = { [^] ji * | ^ G 

若 J ；! = ij a , 对任意 a G 4则. 

[a] 办 ={® 卜 — ai? 3 a?} = [a ]^ 

故 '< Kn ,\ aeA }^{ la ^ Rl \ ae^} t 即刀丑 

■ 反之，假设. { lal ^ a ^ Ay ^ a ^ jaeA } 

对任意 M R € A / S ^ 必存在 [c：U e AH 使得 O ] M 〜 
故 

s 

< a , by ^ Ih ^ a ^ [ a 2 Ek Ab ^ [ a ] j ^4^ o € [ c ] 取八 66 [ c] A 

〈< z ，&> G 

所以，类似 地有苽 GJ ?1， 因此， 口 

心10 习题 

a ) 设 it 和记是集合 2上的等价关系,用例子证明 rur 9 不一定是等 
价关系。 

(2) 试问由4个元素组成的有限集 上所有 的等价关系的个数为多少？ 

(3) 给宠集合 S={m 4, 5}, 找出 S 上的等价关 B ® ，此关系 S 

能够产生划分2}，{3}， {4, 5}} 并画出关系图。 

_(4)设忍是一个二元矢系，设对于某有 〈〜 c > es 且 

■ 
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b b ) € R }, 记明若 R 是一个等价关系,则沒也是一个等价关系。 

<5)设正整数的序偶集合在/上定义的二元关系 及如下 ： 
v }}€ B 7 当且仅当 xv = yu , 证明 iJ 是一个等价关系。 

(6) 设 S 是集合2上的对称和传递关系，证明如果对于 A 中的每一个 
元素I在 A 中同时也存在一个\使<1 &>在苫之中，則 B 是一个#价关 
系 o 

<7)设恥和為是非空集合 A 上的等价关系，确定下述各式，哪些是』 

上的等价关系，对不是的提供反例证明。 , 

a) Jti 

b) —Ha 

C ) 芪 

d) KS! -馬 )（ 即札 —& 的自反 闭包、 

(s) 设 C- 是实数部分非零的全休复数组成的集合，上关系 is 定义 
为： (a+SOBCc+d^^X), 证明丑是等价关系，并给出关系 S 的等价类 
的几何说明。 

C9) 设I和 Y 是非空集合乂上的划分，并设月和苽是分别由 at 和V 
诱导的等价关系,那么， y 细分 T 的充要条件是 

(10) 设马表示 J 上的模 j 等价关系，氏 表示 I 上的模4等价关系*证 
明 V 私细分 V 乓当且仅当 k 是 j 的整数倍。 

3-11 相容关系 


与等价关系一样，另一类应用非常广泛的关系，就是相容关 


定义&~11.1给定集合2上 
的关系6若 r 是自反的，对称的， 
则称 r 是相容关系。 

例如，设 j 是由下列英文单词 
组成的集合。 

A {cat^ teacher^ cold, desk, 

' knife, by}. 

定义 关系： 



r ={<^ 且*和 y 有相闻的字母显然, r 是一个 
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相容关系。 

令勿 =ca\ = teacher^ a? 3 = colci, ic 4 = desk, = knife^ 

i ■的关系图可由图 3-11.1 表示。 


1 

1 


1 1 
1 1 


0 0 0"| 

1 . 1 0 


r 的关系矩阵为 M r ^ 



0 

0 


0 10 1 0 
0 0 0 0 0 I 1 


由于相容关系是自反和对称的,因此其关系矩阵的对角线元 
素都是1,且矩阵是对称的。为此我们可将矩阵用梯形表示。 

同理，在相容关系的关系图上，每个结点处都有自回路且每两 
个相关结点间的孤线都是成对出现的。为了简化图形，我们今后 
对相容关系图，不画自回路，并用单线代替来回孤线，因此上例的 
关系矩阵和关系图可简化为表 3-11.1 和图3-11.2。 

I 


表 3-111 



而 咚 御勾為 图 3-11.2 


■定义设『是集合4上的相容关系，若如果 
对4 O 中任意两个元素勿，％有 air % 称 C ? 是由相容关系 r 产 
生的相 容类。 - 


例如上例的相容关系 r 可产生相容类 

®4 j fl ^ e } 等等 3 

对于前三个相容类 ，都能 加进新的元素组成新的相容类 ; 而后 
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商个栩容类，加入任一新元岽，就不再组成相容类，我们称它为最 
太相容类 3 

定义 8-11.3 设 r 是集合3上的相容关系，不能真包含在任 
何其它相容类中的相容类，称作最大相 容类。 记作 C7 r 。 

若 cv 为最大相容类，显然它是3的子集，对于任意 政 c rt * 
必与 C? r 中所有元素有相容关系。而在 A-C?, 中没有任何元索与 
Or 所有元素有相容关系。 ■ 

在相容关系图中,最大完全多边形的顶点集合,就是最大相容 
类。所谓完全多边形，就是 
其每个顶点都与其它顶点连 
接的多边形。例如一个三角 
形是完全多攰形， 一 个四边 
形加上再条对角线就是完全 
多边形。 

此外，在相容关系图中， 

一 个孤立结点，以及不是完 图 3-11-3 

全多边形边的两个结点的 逹线, 也是最大相容类。 

n 

例理1设给定相容关系图如图毛写出最大相容类 ^ 

解最大相容 类为： 

1 - p 

{ajj {^sj {«?} 

定理 8-11.1 设 r 是有限集 3 上的相容关系， <7 是一个相 

容类,那么必存在一个最大相容类 CV, 使得 GQC；。 

证明设』 = %构造相容类序列 

(^czC^czC^cz …， 其中 C c ^G 

且 o 1+1 其中 y 是满足内而句与 C ( 中各元素齟 

有相容关系的最小足标。 

由于2的元素个数 M 卜I 所以至多经过步，就使 

这个过程终止,而此序列的最后一个相容类,就是所要找的最大相 
容类。 □ 

从定逋中可以看到，2中任 一元素 它可以组戒相 
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杳类 仏}, 因此必包含在一个最大相容类 0V 中，因此如由所有最 
大相容类作出一个集合，则 j 中每一元素至少属于该集合的一个 
成员之中，所以最大相容类集合必覆盖集合 

定义 H 1.4 在集合 A 上给定相容关系7%其最大枏容类的 
集合称作集合 j 的完全覆盖，记作。 

我们注意到集合2的覆盖不是唯一的，因此给定相容关系 n 
可以作成不同的相容类的集合，它们都是2的覆盖。但给定相容 
关系 r, 只能对应唯一的完全覆盖。如例題1中，给定幺上相容 
关系则有唯一的完全覆盖： < t ^ } a if { a Zt a^} t { a^ t 

G s} f {%}}£, 

定理 8-11.2 给定集合 4 的覆盖 { A , 厶， ...， A }> 由它确 
定的关系 ij = ▲ LMa X 爲 U … U 丄 X 太是相容关系。 

证明”因为対于任意义必存在某个：/>0使 

得 Ay , 所以 < X > y^.Ai X為，即 <*, € ij , 因此 丑 是自反 

的。 

其次，若有任意 A 且 妖 B ， 则必#在某个九>0 
使 O , yy ^ A h xA hf 故必有 < y , GAXA , IP <3/,岭 € 及所 
以丑是对称的 。 

因此证得丑是2上的相容关系 0 口 

从上述定理可以看到，给定集合2上的任意一个覆盖，必可 
在2上构造对应于此覆盖的一个相容关系，但是不同的 * 盖却能 
构造相同的相容关系。 

例如，设2={1,足3, 4L 集合 {{1, 2, 3}，俱 4}} 和{江 
2 }, {2, {1, 3}, {3, 4}} 都是4的覆盖，但它们可以产生相同 

的相容关系。 

^-{a> 1>, <1, 2>, <2, 1>, <2, 2>, 

<2, 3>, <3, 2>, <1, 3>, <3, 1>, 

<3, <4, 4>, <3, 4>, <4, 3» 

S 理 3-11.3 集合/上相容关系 f 与完全覆盖 C；U) 存在 
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^ —対应。 

这个定理的证明留作习题。 


□ 


m 习題 

(1) 设 B 是叉上的二元关系，试证明评是 X 上的相容关 

(2) 给定集合 2 = { 巧 ，％}, B 是 X 上的相容关系且简化矩 

捽为； 


X2 丄 

^11 

^001 

^ 0 0 1 1 

ar 6 1 0 1 0 1 


试求出: S ： 的完全覆盖，并画出相容关系图。 

(3) 给定 X 上的相容类系尽证明0 为 X 上的等价关系。 

4-1 

(4> ^ C =^{ A 1? 为集合』的®盖，试由此 ® 盖确定2上的 

—个相容关系。并说明在什么条件下，此相容关系为等价关系。 

(5) 设上有关系 iS = Kl , 私 <1,3)， （2, 3>, 
4), <3, 4>, <2, 5>, (4, 5>, <3, 6), (4, 6>}。 

证明至少有 d 的两个不同菹盖可以产生 

a ^ I x \ J ^ U ^ 

<6)设 a 和3是4上的相容关系/ 

a ) 复合关系《。/3是4上的相容关 系吗？ 

b ) 是4上的相容关系吗？ 
c > a fl 卩是2上的相容关系吗？ 

(7) 钲明定理3^1.3。 


3-12 序关系 

在一个集合上,我们常常要考虑元素的次序关系,其中很重要 
的一关关系称作偏序关系。 
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走义 3-12.1 设 i 是一个集合，如果 X 上的一个关某应，满 

I 

运自 反反对称性和传递性,则称 U 是2上的一个偏 序关系 ，并 
把它记为序偶«=<>称作偏序集。 

例邏1在实数集证明小于等于关系是偏序关系。 

证明1,对于任何实数有成立，故 B 是自反的。 

2. 对任何实敢〜丑，如果且则必有，故 S 是反对 

称的。 . 

3. 如果 b < c , 那么必有故 B 是传递的。 

因此，忍是个偏序关系。 

例 S 3 给定集合4 = {2, 3, 6, 8}, 令〜^ = 0!^;整除女}，验证 


“4” 是偏序关系。 

解』= 2>, <3, 3> 7 <6, 6>, <8, 8>, <2, 6>, (3, 8>, <3, 6>} 

写出关系矩阵和关系图如图 3-12.1 所示。 



为了更清楚地描述偏序集合中元素间的层次关系，我们先介 
绍“盖 住”的概念。 

定义 8-12.2 在偏序集合 O 中，如果％ v € A } 

穿且没有其他元素 sf 满足则称元素 y 盖住元素 ®。 
并且记 CfOV 4 = {< x , ^ y \ x f 穿盖住 a ?}。 

例邏3设乂是正整数仰=12的因子的集合，并设4为整除关系，求 
C30V A a 

解 m=l 2 其因子集合 {1,2, 3,七 6,12} 

2 >, ( 1 , 3 >, < 1 , 4 >, ( 1 , 6 >, < 1 , 12 ), < 2 , 4 >, ( 2 , 6 >, 

< 2 , 12 >, < 3 , 6 >, < 3 , 12) f < 4 , 12 ), < 6 , 12 ), ( 1 , 1 >, < 2 , 2 >, 

< 3 , 3 >, < 4 , 4 >, ( 6 , 0 >, < 12 , 13 >} 

C 0 VA ^{( 1 , 2>, <1, 3 % (2, 4>, (2, 6>, <3, 6), <4, 12), (6, 13» 
对于给定偏序集 〈次 =^>,它的盖住关系是 唯一的 ，所以可用 
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盖住的性质画出偏序集合图,或称哈斯图,其作图规则为： 

(1) 用小圆圈代表元素。 

⑵如果 均且 ㈣V ，则将代表安的小圆 
圈画在代表0的小圆圆之上。 

⑶如杲美則在采与女之间 

用直线连接。根据这个作图规则，例题3中偏序 
集的哈斯图如图 3-12.2 所汞。 

定义设 <4 =0是一个脩序集合，在2的一个子集 
中，如果每两个元素都是有关系的，则称这个子集为链。在3的 
—个子集中,如果每两个元素都是无关的,则称这个子集为反链 
我们约定，若2的子集只有单个元素，则这个子集既是链又 



6 


3 


m 3 ^- 12.2 


是反链。 

例如/表示一个单位里所有工作人员的集合，4表示領导 
关系，则为一偏序集,其中部份工作人员之间有領导关系 
的组成一个链。还有部份工作人员没有领导关系的组成一个反链 # 

例應4设集合6, Cj ^ 6 } 上的二元关系为 

E^{{a, (a f b), c}^ (a, d) > (a r (h, b)^ c), 

<b 7 c) y (c, <d, d), e) r e}} 

验证 <4, 为偏序氣画出哈斯图，举例说明链及反链 

解写出 S 的关系矩阵 

"11111^ 

0 110 1 

0 0 10 1 

0 0 0 1 1 

0 0 0 0 1 

■ •— 

其关系图如图 m 3, 从关系矩阵看到对角线都为1,且与 f > 不同 

时为1,故 B 是自反的和反对称的。 

从关系图容易验证 B 是传递的，因此 B 是偏序关系。 

00Y 4- 6>, <6, o>, (c t e), (a f d>, (d, e» 

故哈斯图可画成图 3-12.4 所承。 

集合匕 c , 硌，少，匕也仇分和 { d }, { a , d , 4等都是2的子集 
也是链 a 
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m 3^12-3 图 3^12,4 

而仿，4,和, 4, 等都是反链 * 

从例題 4 的哈斯图上容易看出，在每个链中总可从最髙结点 
出发沿着盖住方向遍 历该链 中所有 结点。 每个反链中任两结点间 
均无连线 6 

定义 H 2.4 在偏序集 o 中，如果 i 是一个链，则称 
<A 为全序集合或称线序集合,在这种情况下，二元关系4称 
为全序关系或称线序关系。 

全序集 <4 就是对任意必 式或 者有或者有 

罗4 忠成立 o 

例如，定义在自然数 集合況 上的“小于等于”关系是偏 
序关系，且对任意 i m 必有： 

或 ok 幻成立,故也是全序关系。 



例思 5给定仉 { a }, K 和，6,沿 
上的包含笑系证明 O 是个全序集合。 

证明因 为仏何 S { o , 好 Gc }, 故 P 
中任意两元素都有包含关系如图 3-12.5 ㈤ 示。 

从哈斯图中可以看到偏序集2中各个 
元素,处于不同层次的位置,下面我们讨论偏 


@ 3-12.5 序集中具有一呰特殊位置的元素。 


定义 3-133 设 〈牟 是一个偏序集合，且忑是』的子 
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集,对于£中的一个元素如果 B 中没有任何元素满足 b+x 
且^^则称6为 B 的极大元。同理，对于&€足如果 B 中没有 
任何元素 A 满足 d —怎 且 x ^ b , 则称&为 B 的极小元 0 

例题 fl 设4 - {2, 3, 5, 7, 14, 15,肛},其偏序关系 

H ), (3, 15), <3, 2 L >, 

<5, 15), <7, 14), <7, 21〉， （2, 

2>, <3, 3>, (5, 5), <7, 7>, <14, 

14), (15, 15), (21, 21» 

求 B = 2 L 14} 的极大元与 

极小元。 图 3-1 S -6 

解 00 V B ={( 2 , 14>, <3, 15> ; (3, 21>, <5, 15), <7, 14), (7, 21> } 

<九丑 〉的哈斯图为图 3-12,6 所示。 

故 S 的极小元集合是 {2,7, 3}, JB 的极大元集合为21}。 



从例题6中可以看到极大元和极小元不是唯一的。 

从定义 3-12.5 中可以知道，当时，则偏序集 <淥=0 

的极大元即是哈斯图中最顶层的元素，其极小元是哈斯图中最低 
层的元素.不同的极小元素或不同的极大元素之间是无关的。 

定义 3^12.6 令 <义是一个偏序集，且丑是义的子集, 
若有某个元素 &G 足对于£中每一个元素^有^“心则称&为 
〈足 <> 的最大元。同理：若有某个元素足对每一个有 


b ^ x , 则称6为 CB , 的最小元。 



例如，考虑偏序集 
其哈斯图为图 S-12.7 所示。 

a ) 若五={{^，妍，则 {«} 是忍的 
最大元，0是 B 的最小元。 


图心12.7 b) 若 { b }}, 则丑没有最 

大元和最小元，因为 {4 是不可比较的。 


定理 3-12,1 令 <4 =0为偏序集且五口為若丑有最大 


(最小)元,则必是唯一的。 

证明假定《和&两者都是 B 的最大元素，则和 
从4的反对称性，得到 a = b 0 B 的最小元情况与此类似。 □ 
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在最大(最小)元的定义中，当子集 S 与2相等时，苕的最大 
(最小)元就是偏序集 〈木 的最大（最小）元。如例题3的图 
m. 2 中 ，〈总 的最大元为 12, 最小元为1。 

定义 3-12.7 设 <4, <> 为一偏序集，对于如有 

卑且对£的任意元素 a 都满足®^，则称 a 为子集5的上 
界。_样地，对于五的任意元素 a ?, 都满足则称 a 为五的 
下界。 

. 例如，给定偏序集 <4 O 的哈斯图如图 3-12.8 所示。< 
分别是丑 t q 尤沒}的上界。 而 f , 夕分别是 
% I 4的下界。当然， A I c, < e 也可以分别是 j, 
衫的下界。但6〆，<?〆都不是 {A, 之/ j} 的下界。 

从本例可以看到上界和下界不是唯一的。 



图 3^12.8 图 3-12.9 


定义 8 - 12.8 设 <4 =0为偏序集且 B ^ A 为一子集， a 为 

B 的任一上界，若对 S 的所有上界 y 均有则称 a 为丑 的最 

小上界(上确界)，记作 LUB 5。同样，若6为5的任一下界，若 

对丑的所有下界 I 均有 蛛 则称 b 为 B 的最大下界(下确界)， 
记作 GLB 5。 

例如图3-12_8中， o 是{/， A , 义龙外 的最大下界，在图 
3-1 2 . 9 中 3 子集彳 2 , t e} 的最小上界为 6, 但没有最大下界。对 • 
子集{12, 6} 来说,最小上界为12,最大下界是 

定义 3-12.9 任一偏序集合，假如它的每一个非空于集存在 
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最小元素,这种偏序集称为良序的。 

例如， I ^ il r 2,分及8,…； K 对于小于等 
宁关系来说是良序集合，即 <八， 0 ,< N t €>是良序集合。 

定理 8-12.2 每一个良序集合，一定是全序集合。 

证明设« <>为良序集合，则对任意两个元素6 y€A 

I 

可构成子集 {A 3/ h 必存在最小元素，这个最小元索不是 ® 就是 
V ,因此一定有或和所以 <為=0为全序集。 

□ 

定理 3-13:8 每一个有限的全序集合,一定是良序集合。 

证明设% … ，山令 <4 是全序集合，现在 

假定 <A 不是良序集合，那么必存在一个非空子集车在 

刀中不存在最小元素，由于5是一个有限集合，故一定可以找出 

两个元素$与 y 是无关的，由于 〈為 =<> 是全序集，％ S /€ 為所 

以3/必有关系,得出矛盾，故 <4 O 必是良序集合。 □ 

上述结论对于无限的全序集合不一定成立。 

例如,大宁零小宁1的全部实数，按大小次序关系是一个全序 

集合,但不是良序集合，因为集合本身就不存在最小元素。 

■ 

M 2 习题 

(1) 设集合为仇5, 15}, {1, 2, 3, 6, 12}, {3, 9, 27, 54}, 偏序芙系 

为整除，画出这些集合的偏序关系图，并指出哪些是全序关系。 

(2) 设五是 d 上的二元关系，如果丑是传递的和反自反的，称12是拟 

序关系。 证明： f 

a ) 如果 B 是] 上抝序关系，则是偏序关系。 

b ) 如果 E 是一偏序关系 ，则 心是一拟序关系。 

(3) 设丑是集合况上的关系，反是沒的子集， 定义& 上的关系足如 

T ； ^ 

确定下述每一断言是其还是假。 

a ) 如果 S 在 i ? 上是传递的，那么 及在次 上是传递的。 

b ) 如果五是况上的偏序关系,那么龙是及上的偏序关系。 

0却果五是沒上的拟序关系，那么及是 v 上的拟序关系。 

:如果 S 是 d 上的线序关系，那么及 是广上 的线序关系。 

I 
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e ) 如果 及 是农上的良序关系,那么度是没上的良序关系。 

(4) 找出在集合彳0, H 3} 上包含序偶 <0, 3> 和 <2, 1〉的线序关 

系。 f 

CS > 构造下述集合的例子。 

a ) 非空线序集,其中某些子集没有最 / h 元素。 

b > 非空偏序集,它不是线序氣其中某座子集没有鋟大元。 

0) 一偏序集有一子集^它存在一最大' 

下界，但没有最小元素。 

d ) 一偏序集有一子集，它存在一上界 
但没有最小上界^ 

<6)设集合％ %叫，叫}上 

的偏序关系如图 3-12,10 所示。找出 P 的最 图 ^12.10 

大元素，最小元素，极小元素，极大元素^找出子集以馬}, {勿 ， k 
和吻，吻}的上界、下界，上确界、下确界。 

(7) 图 3-12.11 给出了集合 {1, 2 , 3,斜上的四个偏序关系图，画出它 
们的哈斯图，并说明哪一个是全序关系，哪一个是良序关系。 
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第四章函 数 

I 

函数是一个基本的数学概念，在通常的函数定义中 
是在实数集合上讨论，我们这里把函数概念予以推广，把函数看作 
是一种特殊的关系。例如，计算机中把输入、输出间的关系看成是 
一种 函数； 类似地，在开关理论、自动机理论和可计算性理论等领 
域中,函数都有着极其广泛的应用 V 

4-1 函截的槪念 

定义 m 设： r 和: r 是任何两个集合 ，而 /是 x 到 : r 的 
一个关系，如果对于每一个有唯一的 3 /e 使得6人 
称关系/为函数，记 作： 

/： X— >或 x4：r 、 

假如<% y >^ f , 则$称为自变元，！/称为在/作用下$的象， 
軏❼ e / 亦可 记作没 =/«且记 

f(x)^if(p)\xex} 

从函数的定义可以知道它与关系有别于如下两点。 

a. 函数的定义域是X,而不能是X的某个真子集 

b . —个只能对应于唯一的一个^即如果/0)=沒 
且那么， y ^ a 从 Z 到: T 的函数往往也叫做从2：到 
t 的映射。 

在<%3/> 中。/的前域就是函数的定义域记作 

dom/ = X, /的值域 ran/EF, 有时也记为爲，即 

集合: T 称为/的共域， mn/ 亦称为函数的象集合。 

例1设2：=认 队张明 7, 9, 
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/={<!, 2>,<5, < p f r > f 〈张 明， 

即 /( l ) ^2, / (5) = q t /( 少 )=7, /( 张明卜 A 故 

, domf = X, H t - {2, q f 7 r G} 

例 2 设 2 是房子的集合，刀是不同颜色油漆的集合，那么, 
油漆房子的一种颜色的分配方案是2到五的一个函数，即 

其中 domf^A^ ran 

k 例 3 判别下列关系中哪个能构成函数 a ^ 

■ 

a. %>1 办， oonQN, 且 a^>aJa<iO} 

因为勿不能取定义域中所有的值,且町对应很多私，故这个 
关系不能构成函数。 

b . 3^>|此 3^ = ^1> 

因为一个犯对应两个!^故也不是甬数。 

o . /={<^吻>|也 成 N t 办为小于办的素数个数} 

能够成为函数。 

因为函数是序偁的集合』故两个函数相等可用集合相等的概 
念予以定义。 

定义设函数/: A — > B ， g t G — D , 如果 A ^ O t 
且对于所有仿和① GO 有则称函数/和 
梦相等，记作/»夕。 

从函数的定义可以知道， Zxr 的子集并不能都成为 Z 讀 
F 的函数。 

例如，设 z = 5, C} t Y = {0, l }, Xxr ^{<«, 0>, ib t 0>, 

0>,<^ !>,<*, 1>《1 >L z X y 有 0 个可能的子集，但其中 

只有 y 个子集定义为从 Z 到 r 的函数。 

fo -{< a r 0>,<*, 0>,<0, 0» 

fi-{<^ 0 >, < 6 , 0 >,< 0 , 1 » 

h ={<^ oy r < b f 1>, < c , 0» 

/a = {<^ 0>, <6, 1>, <0, 1» 
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/*={<〜1>, <h 0> 7 <0, 0>} 

A ={<\ V> f < b 3 0>, 1» 

/« = {<^ 1>, < b f 1>, < o , 0>} 

/t = K ^ 1>, < b f 1>, 1» 

设 X 和 F 都为有限集，分别有 m 个和《个不同元素，由于 
从忑到 F 任意一个函数的定义域是X,在这些函数中每一个恰 
有饥个序偁。另外任何元素可以有 r 的》个元素中的 
任何一个作为它的象，故共有《"个不同的函数。在上例中 
m = l 故应有2 3 个不同的函数。今后我们用符号表示从叉 
到 f 的所有函数的集合，甚至当：和: r 是无限集时，也用这个 
符号0 


下面,我们讨论函数的几类特殊情况 



定义《. 3 对于X 4 r 的映射中，如果 ran/=F, 即 F 


的每一个元素是 Z 中一个或多个元素的象点，则称这个映射为满 
射 C 或到上映射)。 

■ 

设 f : 叉 — 3^是满射，即是对于任意必存在使 
得成立。 


例如， A ^{ a , h f C> d }, B ={ l f 2, 3>, 如果益 4 5 为： 

/⑷ 一 1 , fibX f(o)^=B } f(d) =2 
则 / 是满射的。 

定义 tl.4 从X到 F 的映射中，X中没有两个元素有相 

同的象，则称这个映射为入射(:或一对一映射: U 设 f : Z—F 是入 

射，即是对于任意皰，如果 

| 

★/(%) 

或者 


/ (^ 1 > =/ fe) =>^Z =®3 

例如,函数广 b }-^{2 t 4, 6} 为 /<W = 2 J (&) =圮则这 
个函数是入射，但不是满射。 

定义从X到 F 的一个映射，若既是满射又是入射 
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的，则称这个映射是双射的。 

例如，令 6] 表示实数的闭区间，即 b ] ^ {^\ a < x < h} f 
令/: [0, &], 这里 = 这个函数是双射 

的。 

例 如在图 4 - 1.1 中， （ a ), (0) 是满射, （&), 00 是入釓 （0) 是双 


射。 




映射的概念在日常生活中也有很多应用。如设 Z 是工人的 
集合，: T 表示工作的集合,从 Z 到： T 的满射是工人做工作的一神 
分配方案』使每项工作至少分配有一个±人。从 Z 到: r 的入射， 
也是一种分配方案，使得没有两个工人做同一项工作。从 z 到 ： r 
的双射，同样是一种分配方案，使每一项工作都分配有工人，而且 

没有两个工人分配相同的工作。. 

定理 M .1 令 x 和 r 为有限集，若 x 和: r 的元素个数相 

同，即 |zi = | r |, 则/: r 是入射的，当且仅当它是一个满 

射 0 

证明 a . 若/是入射，则|工| = |/(01,因为 1/(0 卜 
\ r \ f 从/的定义我们有 /( z ) d 而 |/( z ) 卜又因为 
iri 是有限的，故 /( x )= k 因此/是一个入射推出/是满射。 
b . 若/是一个满射，根据满射定义于是|工卜 

因为卜 i /( 工 ） i 和 pi 是有限的，故/是一 
个入射,@此/是满射推出/是一个入射 * □ 
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这个定理必须在有限集情况下才能 成立， 在无限集上不一定 
有效，如/: 这里尸在这种情况下整数映射到偶整 
数，显然这是一个入射，但不是满射。 


"习通 

(1) 下列函数中哪些是人射的，满射的或双射的0 


Ca ) f ： 

Cb ) f ： 

( c ) f : 


/(J)^jCmod 3 ) 


汉竭 f ( j ) 




I j 是奇数 
0 j 是偁数 


{0, 1>, f ( j ) 


0 j 是奇数 
f 是偁数 


( d ) /: I—N f ( t )^]2 i\+l 

( e ) —15 


( 2 ) 令 /: A —見 这里证明 

t 3> 假设 / 和穿是函数，且有 f doni ff £ dom 证明 




(4) 假设 / 和 2 是函数，钲明 / n ? 也是函数。 

( 5 ) 假定 x 和 r 是有穷集合，找出从 z 到 r 存在入射的必要条件是什 
么？ 

( 6 ) 设2和 s 是有穷集合，有多少不同人射函数和多少不同的双射 ® 
数. 

(7) 试证明 U /( S ) 

/ UhB ) EfU ) n /( B ) 

(8) 假设 /: 并定义一个函数 (?： 对于 6 eB 

G ( b )-{ x ^ A \ fCx )^ b } 

证明，如杲/是2到 S 的满映射，則<?是人射的;其逆成 立吗？ 

■ 

n 

4-2 逆函数和复合函数 

在关系的定义中曾提到，从 X 到 F 的关系 S ， 其逆关系孙 
是 r 到 X 的关系。<1岭€足玲 <6吣〔-五。但是对于函数就 
不能用简单的交换序偶的元素而得到逆函数，这是因为若有函数 
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x ~> r f 但 / 的值域昂可能只是女的一个真子集，即瑪(=1 
因为 dom/^i^cK , 这不符函数定义域的要求。此外，若 

2的映射是一个多一对应，即有 <巧， 妖 f ， 其 
逆关系将有 ^>^ f f < y f 这就违反函数值唯一性的 

要求。为此,我们对函数求逆需规定一些条件。 

定理设/: X—：r 是一双射函数，那么尸是 r—x 

的双射函数。 — 


证明设/={<>，穿>1疋八穸€7八/(怎） 

f = {<y, 3/ >€/} 


因为/是满射的，故每一 v ^ Y 必存在<% y> €/,因此必有 
^>er, 即尸的 前域为 r。 又因为/是入射，对每一个 ye：r 
恰有一个又使<«，因此仅有一个 使<&,必 
6尸， Wy 对应唯一的 A 故尸是函数。 


又因 


/^dom/ = Z ，故尸是满射。又若灼有 


f (yi) =f° M 

因为尸 (yO w 勿，广 (3/a )= 為，即故/(吻）=/(办)，即沒 1 = 

y 3 , 得冉矛盾。因此户是一个双射函数 3 口 

定义 4 - 24 设/: 是一双射函数，称: r — JT 的双射 

函数尸为/的逆函数，记作广％ 

例如 ，设 {1, 2, 3}, B ={ a , b 3 万为 

/={<!, 吃<2, <3, 5» 

则 n = i <^ 1>, 2> , <6, 3 >} 

若 /={<!, a >,<2, by f < B , h>} 

则/的逆关系 

f - <6, 2>,<5, S>} 

就不是一个函数。 

定义 4-2.2 设函数/: X -^ Y , g : W ^ Z 3 若则 

gMO, I X A £ A (3^) {y^y hv - f hz ^ g iy))} , 

称夕在函数 / 的左边可复合。 
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定理两个函数的复合是一个函数。 

证明设免 W ^ z } f : X ^ Y 为左复合，即 /( J ：) e 妒。 

a ) 对于任意因为/为函数 ，故必 有唯一的序偁<*,梦> 
使3/=/ W 成立，而 / WG / C 30 即/(«=)€%又因为 0 是函. 
数，故必有唯一序偁 <3/, 办使 2= 〆 $成立，根据复合定义，<%办 
^ g - f t 即 Z 中每个$对应 Z 中某个& 

b ) 假定？。/中包含序偁<% &>和勿> 且这样在 
F 中必存在办和洳，使得在/中有<®， 仍） 和 O , 奶〉 在方中有 
<九办>和<3^勿>。因为/是一个函数，故势=%。于是沒中有 
< V t 31>和<3/,办>，但夕是一个函数，故& =岛，即每个 *€ 工只能 
有唯一的<$, 心 €夕。/。 

由 a ), b ) 可知是一个函数。 □ 

在定义 P 2.2 中，当 PT = F 时，则函数/: X ^ Y f — 
沪卜办， 2>|® eXA 2 €^A (33/) (3； €F A 3 / 

=/0)八3=穿(3/))} 

称为复合函数，或称 P / 为沒对/的左复合。 

注意: .在上述定义中，假定 ran /= dom 丨如杲不满足这个条 

件，则定义 P / 为空。 

根据复合函数的定义,显然有 9抛 =^ C / W)o 

| 

例题 1 设 2, 3}, Y = { p t q} f Z-K &}，/ = {<1, P >, <2, p >, 

<3, g>h P-{<P, b) y {q 3 &>} 求夕。/。 

解的，<3, b >} 

定理 U .3 令是一个复合函数。 

若夕和/是滴射的，则？。/是满射的。 
b ) 若？ 和/是入射的，则 P / 是入射的。 

0) 若夕和/是双射的，则 P 。/ 是双射的。 

证明 a ) 设/: Z , 令3为 Z 的任意一个元 

素，因9是满射，故必有某个元索3/使得 p(sO 又因为/ 
是满射，故必有某个元素怎€2,使得 /&)= A 故 

9 °J ( x ) ~9 (f W ) ~9( v ) ~ s 

- \ 
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因此 ， K 是满射的。 

. b ) 令听，吻为： r 的元素，假 定处岭吻 ，因为/是入射的，故 
/(私）_/1(吻）。又因穿是入射的且 /0 O 婪/(私），故 〆 /( 办 )） 乒 

于是 办妾 吻与穿。/(巧） — (%) , 因此，？。/是入射 

的。 

O ) 因为0和/是双射，故根据0与 Wj 。/ 为满射和入射的, 
即5。/是双射的。 口 

由于函数的复合仍然是一个函数，故可求三个函数的复合。 

例捶2设 B 为实数集合，对疋€丑 有/»时2, g ( x ) ^ x -2, 

3 ^c 求 J 。/ 与办。(^。/> a 

A 。 ( p 。/) = { 釭> 1 ；c e 对 

一 般地, 我们有 ho ( g 〜 f 卜 ( MgX 函数的复合是可结合 
的，故我们可以去掉上式中的括号。它的证明如图 4-2.1 所示。 

*4。/ 定义4"2.3函数/:工― F 叫做常函 

数,如果存在某个％ GF , 对于每个 
都有/0*0,即/斤卜{如}。 

定义4~2.4如果 

x>\x^X} 

则称函数 A : x _4： r 为恒等函数。 

定理4~2.4设函数/: X ^ Y 3 jitil 

这个定理的证明可以由定义直接得到。 □ 

定理 H 5 如果函数/: x — F 有逆函数 r 1 : 则 

r^f=ix 

且 

证明 a ) r 、 f 与 h 的定义域均是 X 。 

b ) 因为/为一一对应的函数，故也是一一对应的函数。 

若 A W 则广由 a ), b ) 得广厶，故 

成 x^c/ _1 °y) w =/^ 1 (/ (*)) - □ 
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例皤 3 令 /: {心1,2}—{〜&,4,其定义如图4-2.301)所示，求 
: T 1 。/ 和办广 1 。 

。0 °o 

o o 

o，o — 

图 4—2.3 

解广 lo / 和广 1 可表示为如图 12.3 所示 a 

定理 4-2. 6 若 f : r 是一一^对应的函数，则 

证明 a〕 因 r 是-对应的，故 / -i : 也是一 

一 对应的函数，因此又为一一对应，显然 

dotaf^ dom (/ -1 ) ^ x = X 

b) a; € I =^/ : ⑷ =>/ _1 ： / 0) —㈣(广 1 广、 m / ⑻。 

由 a)，b) 可知 

』 ( r 1 )- 1 -/ □ 

定理 H 7 若 /: 匕 丨： 均为一一对应函薮，则 

(p^f> - 1 « 

证明 a ) 因办 X ^ Y t g , :均为一一对应函数，故 
广 1 和？― 1 均存在，且广 ' r ^ x , 所以广 ! 。厂 1. 

z—x 。 

根据定理 4-2.2 j。/: X -^ Z 是双射的 ，故 （夕。/广 1 存在且 

㈣ -％ X 。 

■ 

dom = dom (g of ) ~^ = Z 

b ) 对任意存在唯一 使得沒㊈）^^存在唯 

一 a >^ X t 使得/0) 故 

(广、― 1 )« - r 1 ( v ) ^ x 

但 （?°/) 0) ， 〆 /(») 1 (少） =2 

故 ( Sf ° f ) _1 (2) = ® 



a 


h 


c 



a 


b 


图 4-3.2 
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因此对任一 3€之有= 

O /)— 1 oo -( 广 go 

由 a ), b ) 可知 

^ f 吻。 /” 


□ 


M 习题 • 

(1) 设2 = {1, 2, a , 4}, 确定出这样的函致 /: 使得/子心，并且 

是入射的，求出/。/=尸， f 寸 f , 广 1 和/。广、是否能够找出另外一个入 
射函 数？： Z 4： S ： 使得但是5嘈=4。 

(2) 设 /: A j &A 3 证明 


a) 

b) 如果 / 是满射的，那末 /CT 1 ⑺ )）=# 



c ) 尸(/⑷） W 

d) 如果 / 是入射的，那末 riaw ))=』 


(3 ) 设是复 合函数 


4 如果卢 ^ 是满射的 , 那末 / 是满射的。 

b) 如果是入射的，那末 0 是入射的。 

c) 如果 / 。夕是双射的，那末/是满射的而 g 是人射的 3 
(4> 试证若 /: 


f =9 ，K 

C 5> 证明若 ( i?。/)— 1 是一个函数，則/和沒是入射不一定成立。 
(6) —个函数免是称作函数/: T— 汶的左逆^若对每个 
?(/<£))-*, 若穿是/的左逆，則/是没的右逆。 _ 

a)/： 有一个左逆，当且仅当它是入射的。 

byf ： 有一个右乳当且仅当它是满射的。 

O 若屮沒 — r 是/: r —汶 的左逆和右逆^则/是一个双射,且沒 


M -3 特征函数与棋糊子集 

有些函数与集合之间可以建立一些特殊的眹系，借助于这些 
函数，可对集合进行运算，并能以此推广表达模糊集合的概念。 
定义 M .1 令五是全集，2是 E 的于集，軋由 




fl 如果 
U 其他 


定义的函数 ^{0, 称力集合2的特征函数。 

例如，丑是某班级全体学生的集合， j 是全体女学生的集合, 
则泽 A 为女学生的特征函数。 

设 乂和丑 是全集丑的任何两个子集，对于所有特征 
函数有如下一些性质。 


妗 2 = 五 (2) 

> p A ( x ) < C ®) (3) 

如 O ) 口如 Qx >) ⑷ 

中 AnB (®)= 如 O ) (5) 

小 au 及 ㈤ = ( x ) +如 ( x ) — (疋） ⑹ 

< A~a (龙) = ihOt >) ⑺ 

^ a - b (^) — ‘nB ( 亦 ) ⑻ 


其中特征函数两的运算就是通常的算术运算 
X。用于集合间的相等，就是通常所定义的集合相等。 

上述儿个性质可以从特征函数的定义给予怔明。如⑻式可 
证明 如下： 

设 aJG4fl 召,因此 

^ a (^) =1, 如(»1 

所以 么 nB (») = Kx )* 如⑹ =1 

s 

设么珐 Af|B, 因为 

访牵 Af \£ 牵牵 B 

因此 也 10*0=o 

或 rlt B ( a ?) ^ 0 

“ nB ( a ?) = ^ ( a ?) ( x ) - 0 

应用特征函数的一些性质，也可以证明一些集合恒等式。 
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例 题 1 证明 Af ]( Bu 0 )^( Ar \ B ^ UUC \ 0 ) 

解 

=‘ (工)*如(工） + h 化） **AoOc)—h (疋） ，心 n0 O) 

■ 

^^hbC®) + 也 in 。 ( 工） ■ 必 moo ( 怎） 

+^no(^) 一也 jinfl>nMnc^(®〉 

例题 2 5, A 辱的子集是： 扑 M 也忱 

和 b , c } 0 试给出 E 的所有子集的特征函数且建立特征函数与二 
进制之间的对应关系。 

解五的任何子集2的特征函数的值由表 4-3.1 列出。 


表 4-3.1 


>4 



0 



m 

{^p 

{«! 


國 

a 

• 

D 

i 

D 

B 


■ 

H 

SB 

b 

0 

mm 

B 


■ 




c 

• 

0 

B 

D 

H 

D 

■ 

■ 



如果规定元素的次序为七&, Q 则每个子集4的特征函数与一个三位 
二进制数相对应。如1^30^0101。令5 = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 

110, 111}, 那么表 f 3.1 亦可以看作 从五的 幂集到 S 的一个双射。 


对于特征函数进行推广可以导出模糊子集的概念。 

设五={%勿，…， ® 山我们可以将五的任一子集4表示 


4 ： {<^ ^a(^)>, <^fl, M >> …〆 叫， iu ⑹ >} 

当 ^ A (xd -1 Bt ^eA 

也 1 00=0 时 

K 


如果我们将的取值范围不局限于 0 和1，而是取0和1之 


间的任何数，例如 r 

4*： i <^ } 0.2X<^ 0乂 <办，0.3>,<〜1>, <a: 6j 0 8)> 

那么，对可以作如下理解：它表示 A 是少量地属于吻是 
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不属于 2 •，吻也是少量地属于(但是比勿稍多)，仏是必定頃 
于%则基本上属于 I。这样的一个集合4 # 就是一个模榭 
子集，其中 0.2, 0-3, 0為…分别称为该集合中对应元素的隶属 
程度 □ 

定义 M .2 给定论域足指定五上的一个模糊子集4是 
指对任意 ① GJS 部有一个隶属程度 hO) (( y <^ X ) 与它对 
应 ，称少 4(®) 为4的隶属函数。 . 

从模糊子集的定义可以看出，当火 sOr) 只取0, 1两值时，4 
便成为普通子集。 

例1如图 4-3.1 所示，给定几个物体的集合。 

U — {a y e} 

对每个元素指定一个隶属程 
度。 

心 (a)=l, ^ 

(6) =0*9 
^ a { o ) =0*4 
*Pa (^) = 0 , 2, 

小4(珍) =0 

于是可确定 *7 的模糊子集4， 

若4表示“圆块”这个概念，则 
可记模糊子集 

= JL/<z+0. Q/h + 0*4/(? +0 .2/c? +0 /& 

注意在这种记 法中， 上式古端不是分式求和，该式中分母表示元 
素』分子表示隶属程度。 

例2以年龄作论域，取 (7= [0, 100], “年老”与“年轻”这样 

两个模榭概念可以分别用两个模榭于集2与 J： 来表示，它们的隶 
属函数可分别定义为： 




(50< m <1CW)) 
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f 1 (0<«<25) 

㈣ ={ 卜 (爭)下 (26<«<100) 

从这两个例子,可以看到在论域上确定模糊子集,主要尚是需 


定出隶属函数，即是要确定恰当的表示模糊特征的那个特征函数 
(参见图 

s 



图认2 

有关模糊子集的其他理论,这里就不再讨论了。 

«习思 

<1)试证明，对子所有的 W 五 
a ) 也 ^)<扒⑻当且仅当 


c ) ^ aubQx >) -屮 j 0»0) : 

d ) h - jj ⑻— 

<3) 设 l "| 画出 心的图 

w 

(3> 设汐=(2门3)1](〜2门01](5("1(7)/这里牟其 C 是全集忍的 
子集，对于卜⑼和如 OO 的值的所有可能组合，试求出如⑻的值, 
并构成集的成员表。 

(4) 设冶，吞是 U 上的两 个摸糊子集，它们的并集吞和交集鑫 H 為 
都仍然是摸糊子集,它们的隶属函数分别定又为：_ 

==』 n 召 ㈡㈣= min 吟） 

证明模糊集的 U 和 n 运算满足幂等律、交~換律\结合律、吸收律、分配 
象德.摩根 律等. 、 

* * 
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4-4 基数的槪念 


为了比较两个集合的 “大小 '确定有限集和无限集的«念，这 
里首先錨要引进自然数集合。 

定义 M.1 给定集合2的后继集定义为 集合： 

^ A ^^ A [ j { A } 0 

若』为空集0，则后继集为 0' (0+)' ( (0 + ) + )+, "■这些集 
合可写成如下 形式： 

0U{0}, 0U{0}U#U{0}}, 

0 U {0} IKP U {0}} LK0 U {0} U 仪 U 抄 }}}, …。 

可简化为； 

册 ，枧 {0L 悦… 

若我们命名集合!3为0,那么， 

' 卜0+—0卜1 

1 + ={ 0 , { 0}> = 2 

2+ =伙{0},{0,{0}}}=3 

• *# 

这样就得到了自然数集合{0, 1, 2, 3, •••}, 这个集合亦能概括为 
如下公理形式 (G. Peano 公理)。 

1) 0€及(其中0«0)。 

2 ) nmnGN f 那么 其中 = 

3) 如果一个子集及具有 性质： 

a) 0 QS o 

b) 如果有 VGA 则汉 = 及。 

性质 3) 称极小性质，它指明了自然数系统的最小性，邯自然 
数系统是满足公理 1) 和 2) 的最小集合。 

当然，自然数集，亦可不从0开始，这只需定义0为1则自然 
数集就从1开始。 

从上述定义可以看到任意一个6然数可看作是一个集合的 







名。此外,从实际生活中我们知道任意自然数，例如3这个概念是 
从观察许多只含三个元素的集，合的共同特点顼加以抽象概括出 
来的，这个共同特点就是体现于这些被观察的任意一个集合的元 
素都可与集合仇仇{0}»中元素存在 一一 : 对应，且其任意 
两个集合的元素之间也存在 一一 对应。，由此可见，“对应”是集合 
之间进行比较的一个非常重要的概念。 

定义 4 r 4.2 给定两个集合 P 与 A 如果我 们对 P 中每个不 
同元素，与 Q 中每个不同元素，可以分别两两成对，那么我们说 P 
的元素与 Q 的元素间,存在着 一一 对应。 

例如， {2, 4, 6, 8, 2 ra ， 与仏3,民…， 2 n — l } 

之间存在着 一一 对应的。 

定义 4 H 当且仅当集合2的元素与集合5的元素之间 

存在着 一一 对应，集合4与集合£ 称为是 等势的(或称同浓的)。 

记作 A ^ B 0 

■ 

例篾1睑证自然数集况与非负偶数集合 M 是等势的。 

证明因为汉与 M 的元素之间可作 一一 对应的映射，即 

例翅2设 p 为实数集合， y 是 p 的子集，即且 

证明 S^P . 

证明令/: P—S 

L 

/(^) *=— tg _1 3 ： + i(— oo <3?< m) 

cnr 3 

显然/的值域是 況，且 f 是双射函数。 

定理 M . i 在集合族上等势关系是一个等价关系。 

证明设集合族为 s 

a) 对任意乂€足必有2〜2。 

b ) 若本 BGS ， 如果2〜足必有5 

0 ) 若為足如果 2 S 且召〜 (7, 必有乂~<?。 n 
定义44肩加果有一个从集合 {n 71—1} 到 A 的双 


射函数,那么称集合湓是有限的;如果集合』木是有限的,则它是 
无限的。 

定理 4H 自然数集合 W 是无限的。 

证明设 n 是及 的任意元素，/是任意的从{0,1,…， n - 1 } 
到汉的函数。设 A = l + nia ：£{/(；0), /⑴，…， /(? i —1)}, 那么 

灸 G 兄但对每一个 1,…，有，⑷卢左。因此/不 

能是入射函数，即/也不是双射函数^因为 n 和/都是任意的，故 
汉是无限的 D □ 

对于有限集的大小概念很易理解，对于无限集的度量要考虑 
到集合的等势关系。 

设有集合义一切与该集合等势的集合，其元素之间可以一 
一对应，若以此作为度量榇准，我们可有如下定义 

定义 44.5 所有与集合2等势的集合所组成的集合，叫做 
集合2的基数，记为瓦[XI ( 或 3) 。 

从基数的定义可以看到，有限集合的基数就是其元素的个 
数。 

例如， A ^ ia , b , e } } B ={ 0 , {0>, {0, {0}}}, <? = {桌、灯泡, 

教室 h …， 因为义 〜刀〜 G 即_6：|>]=瓦[却=瓦[(?：1。 

可以看到，如果两个集合-够建立双射函数，则两集合元素间 
必 一一 对应，从基数的定义可以知道，该两集合应具有相同的基 
数。 


例题3证明区间 [0, 1] 与 （0, 1〉基数梠同。 

证明设集合2={。八吾广、钐"小幻 

定义/: [0, 1] ^ (0, 1) 使得； 

「⑼= V 

- 对 1]—-4 
则/是双射函数^如图 4^4.1 所示 0 
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m 4 - 4.1 

习题 

a > 对下述每组集合乂和足构造一个从2到吞的双射函数，说明 a 
和 s 具有相同的势 P 

a ) B =(0,2> 

b) B^NxN 

c ) A ^ IxI , B^N 

■ 

d) A~S^ JB= (Oj. ™) 

e ) A ~[ 0 , l)j 备] 

(2) 证明 (0, 1) 与 [0, 1) 等势, [0, 1) 与 [0, 1] 等势 。 

<3)若石〜：^,和 ri ^ Z 3 , 扎证明 AUFr - 

X 2 UTu ^ 

(4) 若乂〜 C ? 和 B 〜 D , 证明』 X 5〜 Cxi ?。 

4-5 可数集与不可数集 

I 

在上节中，我们提到自然数集及是无限的。但是并非所有无 
限集都可与自然数集建立 一一 对应。 

定义 M .1, 与自然数集合等势的任意集合称为可数的，可 
数集合的基数用 N 。 表眾。 

例如， 2 = {1，4, 9, 16，…，< …} 

五={1/8, 27> 64 j ■…，< …} 

t \€ A ^ 


C = {S } 12 f 27 , 



均为可数集。 

我们把有限集和可数集统称为至多可数集。 

定理么为可数集的起分必要条件是可以 排列成 
1 A — { a lt a Ut ***, a n , …} 

的形式。 

证明若2可排成上述形式，那么将2的元素〜与足 
标 n 对应，就得到 A 与 N 之间的 一一 对应，故2是可数集。 

反之，若么为可数集，那么在2与及之间存在一种 一一 对应 
关 系之由 /得到《的对应元素&即2苛写为〜…} 
的形式。 □ 

,定理任一无限集，必含有可数乎集。 4 

证明设 i 为无限集合，从么中取出一个元素因为4是 
无限的，它不因取出勿而耗尽,所以从中可取元素％,则 
^-也是非空集，挢以又可取一元素％如此继续下去, 
就得到2的可数子集。 □ 


定理 t 5.3 任一无限集合必与其某一真子集等势。 

证明设无限集合軋按定理必含有可数子集 
A ={ a u ^ 我们定义 集合苽 到其自 

身的映象,/: - { a ± }, 使得 /( a B )=% +1 ( n = l , 2, ••+) 且对 

于任何足有这个/ 1 --- 1 ~ f 


是双射的。 口 

这个定理亦可用图 4-5.1 所汞。 

设线 段立^ 其上有线段 f ? 从 
线段与 Oi ) 上所有的点，可 

作成 一一 对应。其作 法是： 把^ ^ . 

移出与 AB 平行，联20； J 8 刀延长 m ^ 5 ' 1 

交 于仏则 上任意点 五与9的联线 m 必与 OV 交于尸。 






反之， CD 上任意点 与 G 的联线延长必交于戽 

d 

上述 尸 的对应作法，即说明 AB ^ GD 0 Q 

定理 M.4 可数集的任何无限子集是可数的。 

证明设2为可数集合，为一无限子集，如将2的元 
素排成如,办，…， S +»,从&开始，向后检査，不断地删去不在 

丑中的元素，则得到新的一列叫，叫，…，…，它与自然数一 

#• 

—对应，所以 B 是苛数的。 □ 

定理《.5可数个两两不相交的可数集合的并集，仍然是 
—可数集。 

证明设可数个可数集分别表 示为： 

= ^ a ln ^ *.*} 

S 3 = {«31, ^ 22 y ***j ®3nj ***} 

= {^3ij 屯 a, ^3*, ■■■} 

* 

" m 

令 5=^ U & U 5 sU "，： 即汉 = G 軋对这的元素作如下排列： 

*=1 、 

^i2 ^ia ^i4 … 

* . 

■ 

d^l 疗 33 < 2^4 * 

这31 ®8S ®8S 这34 "• 

， ! 

^41 a 4S a 43 … 

4 

* 

在上述元素的排列中，由左上端开始，其每一斜线上的每一元素的 

两足码之和都相同，依次为2, 3,毛 … ，各斜线上 元秦的 个数依 
次为1，2, 3, 4,…，故 

的元素可排 列为： 

®iij ^31, <hs^ <^i^ } *** □ 

定理 4-6.6 设自然数集合足，则瓦 x 瓦是可数集。 

证明首先我们把及 x 及的元素足码按表士 5._L 的次序排 
列，并对表中每个序偶注以标号 。 
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0 13 3 10 

<0, 0> <0, i> <0, 2> <0, 3> <0, 4> ■“ 

a > 0> <1, 1> <1,2><1，3><1，4>.- 

& i/ S i/ 12 i/ 

<2, 0> <2, 1> <3* 2> <2, 3> <2 t 4> 

9 t/ IB i/ 

<3, 0> <3 f 1> <S t 2> <3, 3> <3, 4> - 

14 〆 

⑷ 0> <4, 1> <4 ， 2> <4, 3> <4, 4> … 


我们可以作 /= 及 X #—^ 如下 


/(m, tt) 




( m + ra - hl ) +m 


若把 /(% W 看诈表 4-6.1 中序偶<% n > 的标号，则 


/: N 义 N—N 


是个双射函数。这是 因为: 


0 


/(0, 1) -m 0)=1 

池 2) -/(0, 1)=2 

/(0, S)-f(0 f 2)=3 


则 

因为 


故 


又 


/(0, n) -/(0, n—1) =^n 






n(n-\-l) 


2 


/(0, 0)=0 


f (0, w ) 






f(l,n) —/(Oj n) ™n-1-2 
/(2, n) -f(l f w)-n+3 


/ (mj n) —/(m—lj n) =77i+n+l 
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所以 


f ( m ^ n ) —f (Oj n ) mw+ 


( 饥 + 3 ) 
"2 





价 (^ +3 ) + 觀 


经整 理得: 


f ( m ^ ra) = ^ ■(也 +n) (m+n+1)+m 


( A ) 


因 


b ) 若给出 /( m, 可由 (A) 式确定唯一序偶 n> 

f ( m } n ) = i(m-hn) (w+n+1) + 饥 


0 


其中 n ^ N Q 
令 


n ) 


则 


1 


( m-hn + 1) 

«<i(m+w) (m+ 托 +1)+ (m-\-7i) H-l 

= i(m+?i) (m+n+3) +1 


令 m+n，』 ■，则 


即 


* 2 * 2(2+1) -^(- i +3) +1 

A ^-\- A -2 u <0 

A 3 +3^-2( w - l )>0 


-1 + 


It + s / 1 -hStT ^ ^ ^ — lH- i 


2 


2 


因为 i 是自然数,故亩取 


A = 


1 + V1 + 8m 
2 


im 


因此, 


t m = u -~ A ( A -{- l ) 


n ^ A—m 


由 a), b ) 可知況 x 及是可数的 


o 


n 


im m 表示/的整数部分 




- m 


定理 4~5.7 有理数的全体组成的集合是可数集 Q 
证明由定理 4-5.6 中可翗汉><及是可数的，在及集合 
中删除所有饥和 n 不是互为质数的序偶 n>, 得集合 SQWx 

N t 8 - [< m f ny n e 及且你和 n 互质}。因为汉是 

N ^ N 的无限子集，故据定理 w.4 可知， S 是可数的。 

令夕：况 即穸：〈怖， m/n (其中％ n 互质），因为夕是 

双射，故 Q + 是可数集。又因为〜故， 

Q -<^ U {0}[ J ^ 

是可数集。 □ 

定理全体实数构成的集合丑是不苛 数的。 I 

证明因为/: (0, 1)— 丑是双射函数，令 

S={a ： \x^IiA(0<a><l)} 

若能证 S 是不坷数集，则5也必为不可数集。 

用反证法。 

假设汉是可数的，则谷必可表 示为： S &f 其中 
况是 (0, 1) 周的任一实数。 

设叹=0. 扒灼珈 …，其中坫 G{0, 1, 2,…， 9} (如 0.2 和 

0*123 可记为 0.1 邪9…和 0.12999 …）， 

| 

设 Sx = 0 . «u ^1^ aia. ■ .ain … 

S2 = 0 .^3 i a 3 3*- _ a 加 •* ， 

Gai ^aa a 33 . * r a ^*** 


其次，我们构造一个实数 r =0* \ 6 a 心…使 


f 1 

b * = - 
f 2 


叫癸 1 

叫 =1 



« » * 


这样， r 与所有 实数私 ，私， ••， &，…不同，因为它与&在 
位置1不同，与 A 在位置2不同 ，…， 等等。这证明了 r 牵攻产 
生矛盾，因此 s 是不可数的，即丑是不可数集。 O 


我们把集合 （0,1) 的基数记为因为 (0,1) 〜及故 
kib^^ q 也称作连续统的势。 
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4^6 习邈 

(1) 下列集合4的势是什么？ 

A 都是整数}; 

b ) 』= {< P , 4〉 Ip 、 3都是有理数 h 

c > A 是由所有半径为 1, 画心在$轴上的圆周所组成的集合； 
d > A 是由实数轴上所有两两不相交的有限开区间组成的集合^ 

(2) 如果 A 是不可数无穷集^ 5是2的可数子集，则 C 4— B ) 〜 A 。 

(3) 如果』是任意无限集， M 是一个可数集，則 (』 UM ) 〜 

⑷如果两集合為和岑都是可数的，证明厶也是可数的。 

(5) 有限集和可数集 S 的笛卡尔积集是可数集。 

⑹若沒为无理数集，证明^»»。 、 ^ 

(7> 令 S ：〔2] = t = 可1?]=和，这里 A 、 为互不相交 

集合，证明以下各式： 

(a) KlAVB2 = >a (b) L[4UD]-« 


4-6 基数的比较 

在上一节我们论述了可数集和一些不可数集的基数概念。为 

了证明两个集合的基数相等，我们必须构造两个集合之间的双射 

函数，这常常是非常困难的工作。下面将介绍证明基数相等的一 

个较为简单的方法，为此先说明基数是如何比较大小的。 

定义4_«.1 若从集合4到集合£存在一个入射，则 称么的 

基数不 大于刀 的基数，记作若从么到刀存在一 

个入射，但不存在双射，则称 A 的基数小于£的基数，记作 
KU 1<^ IB ^ 0 

下面二个定理限于篇幅,不予证明，但可以举例说明其广泛的 
应用。 

定理 4-6. 1 (Zermelo 定理）令』和方是任意集合，则以 
下三条中恰有一条成立。 

a) KlA]<KlBy 

b ) 
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o ) ^ M = iT [53 a 

定理 4-6.2( Cantior -- SclLrod 6 r-Bernsitoin 定理）设/和 5 是 
集合,如果 Z [』] < x [玥，尺[切 [ 』] ， 则 

K(A] □ 

这个定理对证明集合有相同的基数提供了有效方法，如果我 
们能够构造一入射函数/: A -^ B , 即说明有 X [ Xi < HXh 另 
外,如能够构造入 If 函数 ST : B -^ A , 即有瓦因此根 
据本定理就得到 Z IX ) = Z [5] 。 

例班1证明[0』 1] 与〈0, 1) 有相同的基数 fl 
证明作入射函数： 

ft (0, 1)^ ： 0, IX 

9 i [0, 1]^(0, = + 1 

例魍2 设 A ;% B ^(0, 1), KiA }^^ KIB 2 - S , 求证 
证明定义一个从到正实数的函数/。 

因为/是入射函数 』 且疋 [氏 ]= t 所以吗 ：2 xB ]< X 0 此外，作映射 
g ： (0, 1)—2x5 

免⑻ = <0^ x} 

因为沒是入射的，故 》< eq > xs 〕。 因此 

K [^ xB]-X 

定理 M .3 设2是有限集合，则岌[2]<« 0 <1 
证明设芷 M )，， 则4 〜伙 1, 2 ， 71 - 1 } 0 定义函 
数/:说 n +-，， n - iy ^ N , /⑷是入射函数，故 

KZA ] < KIN 3 

在定理 4-4.2 中已证得丨到2之间不存在双射函数 ^ 所以 

K [_ A \^ K{Nl — 
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又作映射 5: 及 —PML ff 是入射函薮，故 ■ 

Wo^M 0 

因为 iv 与 [0, 1] 间不能一一对应，故》<•★«，因此心<«。 

□ 

定理 M .4 如果 A 是无限集， 那么札 S 咒 [ A ]。 

证，明因为2是无限集合，故2必包含一个可数无限子集 
A r , 作函数广 A r ^ A 3 使得/(^0=1对/是入射函数，故 
KlA r ^<KtA ] 0 

但岌 因此 、 □ 

尽管我们证明了 Mo<M, 以及^ <尤[2]。但是直到目前为 
it 还没有人能够证明是否有一无限集,其基数严格介于 〜与 K 之 
间。 

假定 K 是大于如的最小基数，即不存在任何 基数足 [5G, 使 
« 0 <^[5G<« 成立』这就是著名的连续统假设。 

最后我们指出，没有最大的基数和没有最大的集合。 

定理4~6.5 ( Oantor 定理）设血是一个集合 ， ^=汐(见） 

则 KIM ]< KIT } 

■ 

证明 a) 首先证明尤[吧<瓦[幻。力此作函数/: 

沙(血)，便得 / W ={^ 则/是入射函数，故尤 
b ) 其次我们证明 Km ★咒 m 。 

反之，若尤[和_尺17]』则必有函数朽是双射函 
数《对于任意 mei , 必有 T 中唯一的 〆 W ) 与之对应，即 

^i—xp (饥） 。 

若称仰为 Jlf 的内部元素，若 m 称⑽为 if 
的外部元素。 

设汶礼 a： 牵少⑻}，即汶为I的外部元素集合，则 

因为炉是双射函数,故必有一个元素 K 礼使 

<pdS 
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若 bGS , 因为炉 (6) = A 此时&为 M 的内部元素，得出矛 
盾。 

若 b 东 S ， 因为此时6 为茁 的外部元素，也得出矛 
盾， 

故昃[」|/1 关尤 m ,由 a), b) 得到尤[初。 □ 

M 习题 

<1)用定理 ^6.2 证明[0』1]、(0, 1]、[0, 1),(0, 1) 是等势的。 

(2> 证明 若从』 到 S 存在一个满射，则 jq^]<i|Xf n 
(3> 设 N 为自然数集，证明 = 

(4) 证明 = 

(5) 设本 B 、 u 都是集合且 j n 丑二么 KlA]^a, Km - b, £[0]= 

d , 若定义 = a*b = KlAKB^ 

求证： 

a) » + « 0 -» 

b ) 如果 asb , 则 a + fJ<£?+d 
o > 如果 c*<&j M ad<bd 
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第三篇代数系统 


人们研究和考察现实世界亡的各种现象或过程，往佳要借助 
某些数学工具。螯如，在微积分.学中，可以用导教来描述质点运动 
的速度 f 可以用定积分来计算面积 、体 积等；在代犖学中，可以用正 
整数集合上的加法运算来描述工厂产品的累计教，可以用集合之 
间的“并'“交’’运算来描述单位与单位之间的关系等。针对某个 
具体问题选用适宜的数学结构去进行较为确切的描述，这就是所 
谓的“数学模型' 可见，教学结构在数学摸型中占有极为重要的 
位置 Q 我们这里所要研究的是一类特殊的教学结构——由集合上 
定义若千个运算而组成的系统。我们通常秣它为代数系统。它在 
计算机科学中有着广泛的应用《 
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第五章代数结构 


本章将从一般代数系统的引入出发，研究一些特珠的代数系 
统，而这些代数系统中的运算具有某些性 It 从而确定了这些代数 

桌统的数学结构。 


5^1代数系统的引入 

■ 

在介绍代数系统之前，先引进在一个集合3上的运算概念。 
例如,将实数集合丑上的每一个数 a — o 映射成它的倒数或者 

a 

将 j ? 上的每一个数$映射成就可以将这些映射称为在集合 
iJ 上的一元运算；而在集合丑 上， 对任意两个数所进行的普通加 
法和乘法，都是集合丑上的二元运算，也可以看作是将龙上的每 
二个数映射成5中的一个数；至于对集合丑上的任意三 个数％ 
沁 A AiGOL 算法语言中的条件算术表达式 ifa^O then y elae 

就是集合丑上的三元运算。上述一些例子，有一个共同的特征, 
那就是其运算结果都是在原来的集合丑中，我们称那些具有这种 
特征的运算是封闭的，简称闭运算。相反地，没有这种特征的运算 
就是不封闭的。 

很容易举出不封闭运算的例子:一架自动售货机，能接受一角 
硬币和二角伍分硬币，而所对应的商品是梧子水(瓶可口可乐 
(瓶)和冰淇淋(杯)。当人们投入上述硬币的任何两枚时动售 
货机将按表 5-1.1 所示的供应相应的商品。 

表格左上角的记号 * 可以理解为一个二元运算的运算符。这 
个例子中的二元运算 * 就是集合{一角硬币，二角伍分硬币 } 上的 
不封闭运算。 
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二角伍分硬币 


* 

一 角硬币 二角伍分硬 

—角硬币 1 

桔子水 

可口可乐 

二角伍分硬币 

可 a 可乐 

冰如淋 


定义 11.1 对于集合疋一个从上到£的映射，称为集合 
2上的一个《元运算 o 如果则称该 * 元运算是封闭的^ 
定义 H .2 —个非空集合』连同若干个定义在该集合上的 
运算 / i , hr 、 八所组成的系统就称为一个代数系统，记作 <4, 
八, / a ， …，/*>。 

如正整数集合1+以及在该集合上的普通加法运算“+”组成 
—个代数系统<1 + , +>。又如,一个有限集 &由汉 的幂集 少⑻ 
以及在该幂集上的集合运算 “ u ”、“ n ”、 “〜”组成一个代数系统 
〈夕 OT , u , 门， 〜〉。 虽然，有些代数系统具有不同的形式，但 
是，它们之间可能有一些共同的运算规律。 

例如，考察代数系统<++>，这里 r 是整数集合，+是普通 
的加法运弇。很明显，在^个代数系统中，关于加法运算，具有以 
下三个运算规律，即对于任意的 < 私 Z 认有 

(1) (封闭性） ^ 

⑵ a >+ y = y+x (交換律） r 

(3) 0»+ y )+2= a ?+(3/+ s ;) (结合律） 

容易找到与 < A +> 具有相同运算规律的一些代数系统，如 

表 H .2 所示。 

表 Lij 


集合 

运算 

封闭性 

交换律 

结合律 


< V > 


<戽+> 


<^( S) t u > <#⑻， n > 


i 力軀数衆合 
- 为普通乘法 


B 力实数集合 
+为普通加法 


分 0S) 是 s 的幕集 
U 为集合的“并” 


淨 05) 是 S 的幕集 
n 为集合的“交” 

Anselm 


^ y — y^x 


(x-y) 

= ： k, 


^ y = y +^ 

(^+ y ) 

=^+( y +^) 


A\JB^BUA 

( AUBjUO 
=^A U ( B \ JC ) 


AnB=BnA 

(Af]B)nG 

-^ n ( snc ) 








6-1 习题 


a ) 设集合… jo }, 问下面定义的二元运算*关于集合 x 
是否封闭？ 

a) = max (a；j y) 

b ) ^ s /^ minC ^ y ) 

I 

c ) x ^ y ^ GCD ^ y ) 

d) ^y^UJNLix^ y) 

i * 

- W 质数 I > 的个数，使得怎 

<2) 在下表所列出的集合和运箅中，谪裉据运箅的是否封闭，在相应的 
位置上填写“是〃或“否〃(其中，汉是自然数集合)。 






inax 


I 




N 

{ x | 0 <^< 10 } 
{aj| — 10aCac<10} 

{“ kGJ } 


(3) 试列举你所熟悉的一些代数系统。 . 

■ 

S -2 运算及其性质 

在前面考察几个具体的代数系统时，已经涉及到我们所熟知 
的运算的某些性质。下面，着重讨论一般二元运算的一些性质。 
定义 5-2.1 设*是定义在集 合乂上 的二元运算，如果对于 

任意的 A V^A t 都有妙 ye 沲则称二元运算*在 A 上是封闭 

的。 . 

例题1设€ JV }， 问乘法运算是否封闭 ？ 对加法运算 
呢？ 

解对于任意的2% 2^A, r, s^N, 因为2% 2 〃 = 2$ e A 所以乘法运 

算是封 闭的。而 对于加法运算是不封闭的,因为至少有3+沪= 6迗 

■ 
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定义 6 - 2.2 设*是定义在集合乂上的二元运算，如果对于 
任意的 a y ^ A t 都有则称该二元运算*是可交换 
的。 


例题3设 g 是有理数集合， △ 是 q 上的二元运算，对任 意的士 
&€足 aAb=a + b - a ^ 问运算 A 是否可交换。 

解因为 

a A &=a-h&—a-&=5+a—A 
所以运算 A 是可交换的。 

定义设 * 是定义在集合2上的二元运算，如果对于 
任意的 A 弘=€2都有 0*3/) *3 - a ?* { y *》、 ， 则称该二元运算 * 是 
可结合的。 

例题3设 A 是一个非空集合，★是 A 上的二元运算，对于任意 A 
&€本有证明★是可结合运算， 

证明因力对于任意的 〜 he 

S 

所以 = 

定义 H 4 设*，△是定义在集合乂上的两个二元运算，如 
果对于任意的％% ^ A t 都有 

讲 C ^ A ^) = (^ y ) A (^) 

(穿△欠) & ( y *®) △ (3*«?) 

则称运算 * 对于运貪 A 是可分配的。 

例题4设集合外，在4上定义两个二元运算*和 A 如表 
5-2.1 所示。运箅 A 对于运箅 * 可分配吗？运算 •对 于运箅 A 呢？ 

表5^ 1 



Ofr 


A 

a p 

a 

a 


a 

a a 

^ . 

3 

a 

$ 

a 8 


解.容易验讶运算 A 对于运箅 * 是可分配的。但是运算 * 对于运算 A 
是不可分配的,因为 
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而 


3* ( a /\, j 9)=^?* c £— /? 
(/3* a ) A (^^)=^ Aa = a 0 


定义 6-2. S 设*， A 是定义在集合 2 上的两个可交换二元 
运算，如果对于任意的 A 都有 

n 

紗 Ay ) 

a?A { 忠， y) = 浓 


则称运算*和运算 A 满足吸收律。 

n 

例题5设集合汶为自然数全体，在汉上定义两个二元运算*和女, 
对于任意％ ye 况有 

xm;— maxC^j y) 

^ ity ^^ in r k x f y ) 

验证运算 * 和 ★ 的吸收律， . 

解对于任意 〜 &eJV 

★ 6) ^ maxC^j jnin(a ， 6)) =^a 
f — miliCaj max ( a ，6)) =a 

因此， * 和 ★ 满足吸收律。 

定义？-先6设*是定义在集合2上的一个二元运算，如果 
对于任 意的® €忒都有0^ = %则称运算*是等幂的。 

例運6设 #0?) 是集合 fir 的幂氣在上定义的两个二元运算，集 
合的“并〃运算 u 和集合的“交”运算 n , 验证 n , u 是等幕的。 

解对于任意的 Ae 牙(幻，有和本因此运算 u 和 n 

都满足等幂律。 

定义 H 7 设*是定义在集合2上的一个二元运算，如果 
有一个元素均对于任意的元素都有 e^x = ^则称句为 
乂中关 于运算 * 的左 幺元; 如果有一个元素〜€态对于任意的元 
素都有则称 〜为 2中关于运算 * 的右 幺元; 如果 
A 中的一个元素匕它既是左幺元又是右幺元，则称 e 为2中关于 

运算*的幺元。显然，对于任二有糾疋。 

例題7设集合札 a 邛，在改上定义的两个二元运算*和女 
如表 H 2 所示。试指出左幺元或右么元 & 

P 

- ISO * 




6-2.2 

㈨ 



js 

y 


7 3 

0 d 


y 




y 



a p 

芦 y 
■ 


解由表心 2.2 可知都是 S 中关于运算•的左幺元，而 a 是 S 中 
关于运算 ★ 的右幺元* 


定理 6-3.1 设*是定义在集合 A 上的一个二元运算，且在 
A 中有关:于运算 * 的左幺元的和右幺元 M et ^ e r = 6 , 且 X 中 
的幺元是唯一的。 

证明因为 A 和 e r 分别是乂中关于运算，的左幺元和右幺 
元，所以 

I 

et^e^er—er—e 

设另有一幺元卓则 

ei=ei*e=8 Q Q 

定义 6-2. 8设 * 是定义在集合』上的一个二元运箅，如果 

有一个元素的€ A 对于任意的元素2都有私％ =礼则称 

ft 为 A 中关于运算 * 的左 零元； 如果有一个元素岭对于任 

意的元素都有 - e t 9 则称&为2中关于运算*的右零 

元;如 果盞中 的一个元素乂它既是左零元又是右零元，则称为 

2中关于运算*的零元。显然,对于任 一®€ 次有 

G^x=s>^0 = & 


例题 S 设集合汶={浅色，深色 } ，定义在汐上的一个二元运箅*如表 
5-2.3 所示。 


表 5-2.3 


• 

浅色 

深色 

浅 


色 

浅色 

深色 

深 


色 

深色 

深色 


1^1 



_ 试指出零元和幺元。 

解深色是 S 中关于运算 * 的零元，浅色是汉中关于运算*的幺元 e 

定理 5-2.2 设*是定义在集合2上的一个二元运算，且在 
」中有关于运算*的左零元私和右零元心那么，且 
2中的零元是唯一的。 

这个定理的证明与定理6^2 .1 相仿。 □ 

定理设 <4 *> 是一个代数系统，且集合2中元素的 
个数大于1。如果该代数系统中存在幺元 e 和零元&则 
证明用反证法。设那么对于任意的*€牟必有 

x=e*x = 6*x^$ =^=e 

于是，2中的所有元素都是相同的，这与^中含有多个元素相矛 
盾。 □ 

定义6-2.»设代数系统 <2, *>, 这里*是定义在2上的一 
个二元运算，且 e 是2中关于运算*的幺元。如果对于2中的一 
个和素 a 存在着乂中的某个元素使得那么称6为《的 
左逆元;如果成立，那么称6为 a 的右逆元;如果一个元素 
K 它既是《的左逆元又是《的右逆元，那么就称&是《的一个逆 

元。 

很明显，如果&扁 a 的逆元，那么《也是6的逆元简称 
为 a 与6互为逆元。今后，一个元素 m 的逆元记为 

一般地说，一个元素的左逆元不一定等于该元 素的右 逆元。 
而且，一个元素可以有左逆元而没有右逆元，甚至一个元素的左 
(右)逆元还可以不是唯一的。 

例短9设集合及=批氏 to A Ch 定义在沒上的一个二元运算•如 
表 f2.4 所示。 

试指出代数系统〈兄*>中各个元素的左、右逆元情况^ 

解（（焉 幺元； 万的左逆元和右逆元都是即占和 y 互为 逆元； 3的左 
逆元是 T 而右逆元是 ft JS 有两个左逆元 y 和句£的右逆元是％但£没有 
左逆元 a 
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表 5-2.4 



定理设代数系统 <4 *>, 这里 * 是定 义在』 上的一 
个二元运算，2中存在幺元6且每一个元素都有左逆元^如杲 • 
是可结合的运算，那么，这个代数系统中任何一个元素的左逆元必 
定也是该元素的右逆元，且每个元素的逆元是唯一的。 

证明设 a , 6,圯忒且6是《的左逆元， o 是&的左逆元。 


因为 

所以 


(6*a) * b=e ^ b = b 


* b ^c^((b ^ a) ^ b) 
*= (0 * (5 * a) ) * 6 

*= ( e ^ a ) *& 


因此， & 也是 a 的右逆元。 

设元素有两个逆元6和 A 那么 


b = 5*^ — 5, （a 錄 c) 

= { b ^ a ) 

=e*o 



因龀，《的逆元是唯一的。 


n 


例里10试构造一个代数系统，使得其中只有一个元素具有逆元。 

解：设 m，ne r={a：lrt：eJ ， 那么^ 代数系统〈2% max〉 中 

有—个幺元是且只有 m 有逆元，因为 m)。 


• m - 





例魉 II 对于代数系统 <B, 这里 S 是实数的全体，■是普通的乘法 

运算,是否每个元素都有逆元。 

解该代数系统中的幺元是1，除了零元素0外，所有的元素都有逆 

jnio 

例题12对于代数系统 队 +*>, 这里汉产 {0, 1, 2,…， 

是定义在氏上的模 A 加法运算,定义 如下： 

对于任意％ ye 况 


, (^+P ^ x+y<k 

^+ k ¥~ 1 _ 

t x + y—k 若 ^+ y>k ^ 

试问是否每个元索都有逆元 。 

解可以验证，是一个可结合的二元运算，朽中关于运算 +* 的么 
元是 0 , 况中的每一个元素都有唯一的逆元，即 0 的逆元是 0 , 每个非零元 

素疋的逆元是 ft —怎。 ' 


可以指出 ： <牟 ◊是 一个代数系统，*是2上的一个二元运 
算，那么该运算的有些性质可以从运算表中直接看出。那 就是： 

1* 运算 * 具有封闭性，当且仅当运算表中的每个元素都属于 

2. 运算*具有可交换性，当且仅当运算表关于主对角线是对 
称的。 

3. 运算 * 具有等幂性，当且仅当运算表的主对角线上的每一 
元素与它所在行(列）的表头元素相同。 

4. 2关于 * 有零元，当且仅当该元素所对应的行和列中的元 
素都与该元素相同。 

5. 2中关于*有幺元，当且仅当该元素所对应的行和列依次 
与运算表的行和列相一致 D 

6-设3中有幺元，《和6互逆，当且仅当 位于® 所在行，6 
所在列的元素以及&所在行，《所在列的元素都是幺元。 


5^习题 

(1>对于实数集合尽下表所列的二元运算是否具有左边一列中的那雙 
性质，锖在相应的位置上填写“是” 或“否 ％ 
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(2) 设代数系统 *>， 其中 2 = 6, 4， * 是』上的一个二元运 
算。对于由以下几个表所确定的运箅，试分别讨论它们的交换性、等幂性以 
及在 A 中关于*是否有幺元。如果有幺元，那么乂中的每个元素是否有逆 

JCd 



<3)记明定理心2_2。 

(4) 举日常生活的例子，分别说明幺元，零元和逆元。 

(5) 定义 I 上的两个二元运算为： 

a * b = a & 


^ b£l^ 

该证明_对 △ 是不可分配的。 


半 群 

半群是一种特殊的代数系统，它在形式语言、自动机等领域 
中，都有具体的应用 

定义 6^8.1 —个代数系统 <4 *>, 其中 S 是非空集合,*是 
S 上的一个二元运算，如果运羿*是封闭的，则称代数系统<& •> 

为广群* 










定义 tS .2* —个代数系统 〈式 萁中6是非空集合，是 

S 上的一个二元运算。如果 ： 

(1) 运算*是封 闭的。 

(2) 运算 * 是可结合的，即对任意的 A V, 满足 

=物 (y^z) 

则称代数系统 〈久 *> 力半群。 

例® 1设集合扎=-仁 k > O s 那么 （5^ +>是一个牟 
群，其中+是普通的加法运算。 

解因为运箅+在上是封闭的，而且普通加法运算是可结合的。所 
+>是一个半群。 

在例题1中， A >0 这个条件是重要的，否则，如果 A <0, 则运 
算+在私上将是不封闭的。 

例 *S 设这={七 b r 4, 在汐上 的一个二元运 算厶定 义如表 m 
所示。 


表 5- a.i 


A 

a 

b 

c 

a 

a 

b 

c 

b 


b 

c 

■ c 

a 

h 

I 


验证 A ) 是一 个半群 a 

解 从表 5-3.1 中可知运算 A 是封闭的，同时 I &和 c 都是左幺元。 
所 a 对于任意的都有 

^ ACj / A ^}=^ A!/)Ajff 

因此，况 A > 是半群。 

明显地，代数系统 < a ， 一>和 〈尽 />都不是半群，这里，一 
和/分别是普通的戚法和除法。 

定理 W . l 设 *> 是一个半群，且 * 在^&上是封 
、闭的,那么 <及 *> 也是一个半群。 通常称 CB , ，> 是半群 d *> 
的于半群 & 
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征明因为*在5上是可结合的，而方且*在方上窝 
闭，所以•在 B 上也是可结合的，因此 ，〈足 *> 是一个半群。 

D 

例題 3设 * 表示普通的乘法运箅，那么（[0，1]，•>、<[<>, 1)，_>和 
⑴ ◊都是〈尽 彳的子半群^ 

解首先，运算•在 B 上是封闳的,且是可结合的，所以 〈尾 •> 是一个半 
群。其次，运算*在[0, 1]、[0, 1) 和 i 上都是封闭的，且 [0, l]c 尽 [0, l)c 
牟 Id 因此,由定理 5-3,1 可知 <[0, 1L _>、<[0, 1), •> 和<1, •> 都是 
〈足 _>的子半群^ 

定理 M.ia 设 <見◊是一个半群，如果汉是一个有限集, 

则必有使得狀《=«。 

证明因为 <沒，◊是半群。对于任意的由•的#闭 
性可知 

b^b^S, 记 6 a = &*fi 

於 = 记 6 3 = 6 ^& = 6 *&* 

4 

4 

因为汉是有限集,所以必定存在 j>i , 使得 

b* = b^ 

I 

令 p=j^i 

便有 h' = 

所以 q^i 

因为货>1，所以总可以找到克>1,使得 

bp^i 

对于汉中的元素就有 

= 

= i 2 h (舻 *6 知） 

I 

s 

^3 • • , 

I _ 

I 

* ia?* 








这就证明了在 S 中存在元素使得 


□ 


定义 ( H 3 含有幺元的半群称为独 异点。 

例如，代数系统 <及，+>是一个独异点，因为 ， +>是一 

■ 

个半群，且0是丑中关于迨算+的么元。另外，代数系统 
<1, •>, < z + , *>, < R t ■> 都是具有冬元1的半群，因此它们都是 

独异点。 

可是,代数系统<及一作}，+>虽是一个半群，但关于运算+ 
不存在幺元,所以,这个代数系统不是独异点。 

定 a 设 *> 是一个独异点， m 在关于运算 • 的运 

算表中任何两行或两列都是不相同的。 

证明.，设这中关于运算*的幺元是匕因为对于任意的〜 
M 攻且料&时，益有 

I 

I 

和 = b = b^6 

' 所以，在 •的 运算表中不可能有两行或两列是相同的。 □ 

例® 4设/是整数集合， w 是任意正整数 ，及 《 是由模 w 的同余类组 
成的同余类集，在&上定义两个二元运算+1和分別 如下： 

对亍任意的 mule 

p]X mM = l ( ixS ) (mod m )〕 

试证明在这两个二元运箅的运算表中烊何两行或两列都不相同。 

证明考察代数系统 <4, +«>和 。 

(1) 由运算的定义，可知它们 在&上 都是封闭的。 

(2) 对于任意 KLDlUXleZw 

cra +^ M > + 

— (mod 

(W = 匸 i ] x /[»«(>]> 

— y.jxk') (mod m)] 

即 + mJ 都是可结合的， 

(3) 因为 [0] + w [O = M + m [0] = W , 所以， [0] 是 J 中的幺 

元。因为 [ l]x 所以 [11 是 的幺元。 


摩 
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显然， 上述运算表中没有两行或两列是相同的& 

定理 5 H 设 *> 是独异点，对于任意 a , 且 

&均有逆元，则 

a) 

b ) 糾6有逆布，且 ( a *6) 6 - Sa - 1 
证明 a ) 因为 a 1 是的逆元，即 

a ^ a ^ 1 = a ~ x ^ a=e 

所以 ’( a - 1 ) ^=a 

b ) 因为 

n 

(a^b) * (b"\a~ x ) 叫 _1 ■ 、 

= =a*^a~ t =e 

■ 

同理可证 n 

■ 

• ^ 


因此 代数系统 （h +»>, 都是独异点。由定理 S - 3. 3 可 

知，这两个运算的运算表中任何两行或两列都不相同。 

上例中，如果给定 m = 那么，+ 5 和 x 5 的运算表分别如表 
5- 3. 2和表奕33所示。 

h . 

■ I 

表 5-3,2 

~ I M W [2] [3] 


] 1 1 ] 3 


S 


一 - ■ -*1 ■ i ■- 

s^ElnEi 


S 


[2] ^ [4][0]1] 

rL rL rL r rL 


s 





I I 

CI 


nj TJ -~. u TJ 

c0clc2[3c4 


表 


ra 


气 I 

G 3 D 1 D 

0 4 3^1 

r- c rL iLj i — ■ 


厂 FT I 遍 ■'!.'■ 

t0c3 cl c4 s 


I 1-- 「 _'_■I 

c0[3c4[1c3 


0]1]2]3] v 

c c t [ c 


_ _-I'' 
c0 coco 


V 

ff]03 


I I I I I I ■ I I' 

EOclc2c3c4 


0]1]2] s? 43 

rj r-r-l_J 



所以 


1 = b 一 1 * 


口 


6-3 习斑 

(1) 对于正整数 b ^-{0, X , 2, fc— 1}，设**是札上的一个二 
元运算，使得用 fc 除所得的余数,这里 h & e 沁。 

a ) 当 时 ，试造出％的运算表。 

1>)对于任意正 整数心 证明 **) 是一个半群。 

(2〉设 〈兄 *> 是一个半群， A 在 S 上定义一个二元运算 □, 使得 
对于汶中的任意元素 z 和扎都有 ' 

g r ~ jy =^ a ?* a*y 

证明二元运算 □ 是可结合的。 

(3) 设 < ii ， *〉是一个代数系统， * 是五上的一个二元运算，使得对于 
丑中的任意元素4 &都有 

a*6«a + 6+a-& , 

证明0是幺元且 〈 JJ , *> 是独舁点。 

<4)设 X 妾屯令 CU ' 在沒上定又二元运算 △, 对任意 

A 琴0 

a — ^ *•*, €X^j & =^(s/i f P^) ^ 

aA &=0 £ij x a , …， x ，， y % y 公 ,■”， yO € X 州 

证明 〈足 △> 是一个独异启 。 

( 5 ) 设<义 ■> 是一个半琨，而且对于2中的元素 d 和 匕如果 必 
有 a * b + b *。， 试证明 

a ) 对于幺中每个元素<»,有 a * a=a 

b ) 对于幺中任何元素 a 和 i >, 有 

c ) 对于 A 中任何元素 < i , & 和〜 有如 

(6) 如果（足•〉是半群，且 * 是可 ^ 换的，称（氏•〉为可交换半群。证 
明：如果汉中有元素1 b , 使得和 &* b = b , 則 （ a ， i 0*( a * b )= ct *6 a 


5-4 群与子群 


合 


定义 M 

* 是公上 


1设《?， *> 是一个代数系统，其中0是非空集 


上一个二元运算，如果 


(1) 运算*是封闭的 o 


m 



(2) 运算 * 是可结合的。 

(3) 存在幺元~ 

(4) 对于每一个元素存在着它的逆元®^ 1 。 

则称<<?， *> 是一个群^ 

例如，<^-(0>, xX <^), @>等都是群^ 

■ 

例顴1设 {0°, 60% 120% 180% 240% 300°} 表示在平面上几何 

图形绕形心硕时针旋转角度的六种可能情況，设★是 S 上的二元运算，对 
于 ii 中任意两个元素《和^表示平面图形连续旋转 a 和&得到的总 
旋转角度。并规定旋转360°等于原来的状态，就看作没有经过旋转。验证 
W ★> 是一个群。 

解由题意， B 上二元运算★的运箅表如表5»4.1所示。 

表 6-4.1 


★ 


0° 

0° 

60° 

60。 

120° 

120° 

180° 

180。 

240。 

240° 

300。 

300° 


60。 


60° 

120 ° 

XS0 & 


300° 

0。 


150 0 


120 ° 

180 a 

240 a 

300。 

Q fl 

60° 


180 * 



ISO* 




240 & 



0° 


0° 60。 

60 ft 120。 
lao* iao° 


300° 

300° 

o 

60 

120 

180 

240 


由表 5-4.1 可界,运算★在 B 上是封闭的 fl 

对于任意的 A ceB , iairb ^) ire 表= 示将图形依次 旋转七 b 和心而 
表示将 图形依 次旋转 h C 和 A 而总的旋转角度都等于 
(mod 360。)，因此,- air C &*^) i 、 


0° 是幺元 


o 


60% 180°, 120。的逆元分別是 300°, 1 ^ 0 % 340°。因此， < ii , ★> 是一 
个群 0 


定义 5 H 设 <沒， *> 是一个群。如果(？是有限集，那么称 
< G f *> 为有限群，中元素的个数通常称为该有限群的阶数，记 
为 \&\, 如杲 卩是无 限集，则称 <沒，◊为无限群。 

例题1中所述的 〈足 女>就是一个有限群，且 | ii |=6 0 

例题2 试验证代数系统 <1 +〉是一个群,这里 I 是所有整数的 集合, 
+是普通加法 运算。 、 
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解明显地，二元运算+在 J 上是封闭的且是可结 合的。 幺元是对 
于任 一 牟它的逆元是- h 所以+>是一个群， 且是一 个无限群。 

至此,我们可以槪括地说:广群仅仅是一个具有封闭二元运算 
的非空集合;半群是一个具有结合运算的广群；独异点是具有幺元 
的半群;群是每个元素都有逆元的独异点。即有:. 

{群} <= ■[独 异点 } { 半群 } c { 广群 } 

亦可由图说明。 



m 5^.1 


由定理 S -2.4 可知,群中任何一个元素的逆元必定是唯 一的。 
由群中逆元的唯一性，我 tt 可以有以下几个定理。 

定理 群中不可能有零元。 

证明当群的阶为1时,它的唯一元素视作幺元。 

设 PI >1且群 〈味 *> 有零元0。那么群中任何元素< A 
都有所以，零元沒就不存在逆宂 ，这与 <仏 *> 

是群相矛盾。 口 

. 定理 M .2 设<0, *> 是一个群，对于兒必存在唯 
—的0：€見合 得 a 时， 

证明设 a - 的逆元是 a '令 


则 


a*^^= a* (a _1 *6) 



若另有一解呀，满足则 

即 a?i = a~ x ^b 0 □ 

定理 M .3 设 *> 是一个群』对于任意的 a , I o^& t 
如杲有或者 b * a = c ， a , 则必有 & = (消去律)。 

证_设 = 且 <* 的逆元是则有 

(a ^ 1 *®) ，6 ^ ( a ~^ a ) ^6 - 

e^b=e^c 
' b = c 

I 

I 

当 5* a = c *^ 时，可同样证得 & = c 0 ' D 

由定理 f3.3 可知： 群的运算表中没有两行 （ 或两列）是相 

同的 D 为了进一步考察群的运算表所具有的性质，现在引进置换 

的概念。 ，■ 

定义 54.3 设忑是一个非空集合，从集合汉到汶的 〜个双 

射称为汉的一个置换。 / 

曹如，对于集合汶={1 \ 办，将 a 映射到 fr, &映射到 
d , 0 映射到〜 d 映射到 e 是一个从 ㈣ 汉 上的一个^对1映射, 

这个置:良亩以表示为 

( a b c ci \ 

6 d a . c j 

即上一行中按任何次序写也集合中的全部元素，而在卞一行中与 
每个对应元素的象。 

|： " 定理 M.4 群<0， *> 的运算表中的每一行或每一列都是 
汉的元素的一个置换。 

证明’首先，证明运算表中的任一行或任1列所含 G 中的 

一个元素不可能多于一次。用反证法，如果对应于元素的 

那7行中有两个元素都是V即有 

= = J §. b ±^ b s ^ 

由亩约性可得&这与〜爹〜矛盾。 
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其次，要诳明 I ?中的每一个元素都在运算表的每一行和每一 
列中出现。考察对应于元素的那一行，设6是0.中的任一 
元素，由于所以&必定出现在对应于《的那一行 
中 。 

再电运算表中没有两行(或两列）相同的事实，便可得出： 
*>的运箅表中每一行都是没的元素的一个置换，且每一行都 
是不相同的。同样的结论对于列也是成立的。 □ 

定义 K 4 代数系统<$ *> 中，如果存在有灿《= 
狂， 则称0为等幂元。 

定理 6-4.5 在群 <4 *> 中，除幺元 e 外，不可能有任何别 
、询等幂元„ 

证明因为所以 e 是等幂元。 

现设 a _6 且 a * a^=a 

则有 

„ a=^e*a= (a~ x *a) *a — a~ x ** (a ， a) 

■ 

， =^e 

与假设相矛盾。 D 

下面介绍子群的概念。 

定义 M ,5 设<<?, *> 是一个群， S 凫 G 的非空子集 ， 如果 
<& *> 也构成群，则称 <汉，◊是的一个子群。 

定理 H 6 设<<?， *> 是一个群，<& *> 是<0, *> 的一个 
子群，那么 ，〈包 *> 中的么元 e 必定也是 <反 *> 中的纟元 D 

证明设 <汉，◊中的幺元为〜对于任一 必有 

定义 U .6 设<0, *>是一个群，〈& 岭是 <<?, ◊的子 
群，如果汉一 0}, 或者 6^(?, 则称<& 岭为 d 心的平凡于 

群 c , 

例题3 <2, +>是一个群，设^^湿明+>是 
a +>的一个子群。 

证明（1>对于任意的》不妨设 v =2% %和 el 财 

_ I - - 

， l ?4 fl 



jc +y= 2»i+ 2n^^2(n±H-n^) 

^ +T»a € i 
x+y e Ijt 


而 
所以 

印+在 G 上封闭。 

(2) 运算+在 h 上保持可结合性。 

(3) </, +>中的幺元0也在 

(4) 对于任意的必有《使得 a =2^， 而 

— x = _2?>=2( — w ), — n 泛 1 

所以而 $+(-4=0, 因此，+>是 a +>的一个子群。 

定理 M .7 设 <(?, *> 是一个群，5是汉的非空子集，如果 
丑是一个有限集，那么，只要运算*在刀上封闭 ，〈及 *> 必定是 
<<h *> 的子群 

证明设&是$中的任一个元素。若 * 在丑上封闭，则元素 
b ^ h * b r b a ^ b ^ b t …都在丑中。由于 B 是有限集，所以必存在 
正整数 i 和九不妨假设 i < j ， 使得 

这就说明是《?，*>中的么元，且这个么元也在子集五中 。 
如果那么由可知 V + 1 是&的逆元， 
且石出找 如果 j — 那么由可知&就是幺元，而 
幺元是以自身为逆元的。 

因此，〈反吻是 <A *> 的一个子群 a □ 

例题4设& = {产九他糾> [内€ {0, 1}}, © 是 <?* 上的二元运 
算,定义九对任意叉=% 办， Xi ) y Y=(^ u y 3j y 3r t / t ) €Gt 

/ - :(柯 Vt/ij ^37^V|/4> 

其中 V 的运算表如表 S 4. 2 所示 & 

证明 <{<0, o , 0, 0>, <1, 1, 1, ㊉ 〉 是群 { G if ©> 的子群。 

〈…表 ^42 



证明首先对于任意的 X— 疋 aj 巧〉， ㈣ 办糾乂 ^ 


^ ^ J0f*) €Gi^ 


因为 

{0, l> 

所以 

x®r € g 4 

因为 

<^V yO v^=a^v (y^hd 

所以 

iX^Y)^=X®{Y@Z) 


<0, 0, 0』0> 是幺元。 … 

xex ^( o , o f o f oy f 即任一 . x , 以它自身为逆元。 

所以， ©> 是一个群。 

其次，由于{仇0, 0, 0>, <1,总 1,工>} c 6^ 且 © 在 {<0, 0, 0, 0>, 
0 L , 1, 1, 上是封闭的， ._ 定稈 5^4.7 可知<{<0, 0, 0, 0 >， <m 1», 
㊉ 〉是 ©> 的子群 。 

定理 。6^4.8 设<$ A > 是群』《是沒的非空子集，如果对 
于汶中的任意元素《和石有则<氏公是‘兑 △> 
的子群。 . ,，: 

证明首先证明，<?中的幺元 e 也是 S 中的幺元。 

任取迟中的元素 a , a ^ SczG , 所以 且* 
△ e = e 即 f 也是汶中的幺元。 

其次证明， S 中的每一元素都有逆元。 

对任 一 《€&因为必所以， △ d ~ 1 G 忍即 a - KS 。 

最后证明，△在汉上是封闭的。 

' 对任意的 a, bes f 由上可知汉 
而. ’ 6= (&-!)-! 

所以 aAb = aA(mS . , 

至于，运算△在 S 上的可结合性是保持的。-因此 ，〈氏 △> 

是 <沒， A > 的子群 。 '□ 

■ 

例屬 fi 设 〈瓦 •> 和 •> 都是群 *> 的子群，试证明供 n I ?> 
也是 （A *> 的子群。 

证明设任意的 A b ^ HnK , 因为 *> 和 今都是 子群，所以 

b ^ ennK , 由于*在丑和 s : 中的封闭性， 所以如 PeHnir , 由定理 

卜4 .3 即朞 < H . n ^ *>是 d 0的子群 o 





5-4 习 M 

<1)设:1}，在: S 上定又6个函数 如下： 

对于任意^ ex , 

/ i ( a ;>=^ f ^( x ) - aT J ; 

/ 4 (»(1 -疋 ) _1 ; /js(^) = ( a ? — / g (^) l )" 1 

试证明 沉。〉 是一个群。其中九九九 A , /山。是函数的 
复合运算。 | 

设 <牟 *> 是半群 〆 是左幺元且对每一个 ® €4存在 尤使得 

•* - h 

x^x = e Q 

a ) 证明： 对于任意的 1 心 c€A f 如果则 

b ) 通过记明 e 是/中 的幺元。证明 〈尤 勺是群 & 

C 3) 设 <0, *> 是群，对任一 令丑9€巧，试证 

明 <氏 *> 是沿， •> 的子群。 

(4) 设<丑 ，◊和 々都是群 〈 G » 的子群，令 

SK ^{ h * h \ h € H f h ^ K } 

证明： ( BK f ◊是 •> 的子群的充要条件是 

(5> 设<山 *> 是群，且 | A 卜2% nel 证明：在幺中至少存在。_ 

4使得 0* a = e a 其中 e 是幺元* 

5^5 M 贝尔群和循环群 

n 

萣义6~5.1如杲群<& *> 中樹运算 * 是可交换的，則称该 
群为阿贝尔群，或称交换#。 

例斑1设 G d }， 在及上定义一个双射函数 JV /( cO =6, 
f ⑻ /( c )/( d ) 对于任一 $ €叉构造复合函数 

尸00=/。/00«：/0>0) ' 

尸00=/。尸0)=/(尸》) 

卢<无>=/。尸◎)=/</%)) 

如果用尸表示沒上的恒等映射，即 

f ^ Cx ) = x c^GS 

很明显迪有卢00=尸0),记戶=/, 构造集合八八八尸}，那 
d 。〉是一个阿贝尔群。 

解对于尸中任意两个函数的复合，可以由表 5-5*1 给出 & 







f f f f f 

f / f f f 

f f f f f 

尸 p f f f 

可见,复合运算。关于 F 是封闭的，并且是可结合的 fl 
尸是关子复合运算。的幺元。 

r 的逆元就是它自身，产和尸互为逆元 ，尸 的逆元也是它自身。 

由表 5^5.1 的对称性，可知复合运算 u 是可交换的。因此， <F, 。>是一 

个阿贝尔群。 

例题2设 tf 为所有《阶非奇(满秩)矩阵的集合,矩眸乘法运算。作为 
定义在集合沒上的二元运算，則 <沒，。> 是一个不可交换择。， 

解任意两个 n 阶非奇矩阵相乘后，仍是一^非奇矩阵，所以运算。是 
封闭的。 1 

矩阵乘法运算是可结合的。 . 

«阶单位阵五是 G 中的幺元。 

任意一个非奇阵2存在着唯一的逆降使 

A - 1 oA ^ A ^ A ~ 1 ^ E 0 

但矩阵乘法是不可交换的，因此， （G， 。>是一个不可交换群《 

定理 ws . i 设 <<?,*> 是一个群，<化 *> 是阿识尔群的充 
要条件是对任意的 A b ^ G , 有 ( a *6)*0*&) = 0* a )*(&*&) 。 

证明充分性 

设对任意《, & G & 有 

(a^b)^(a^b) = (a ， a) *(&*fi) 

k 

因为 a* («*&) *6 = (u-^a) * (b 餐 b) 

— (a*6)*(a*&) 

= at*(fc*^) *b 

所以 a 。 1 * ( a * ( a ^ b )^ b ) ，6 _1 = a -1 ，( a ， ( b ^ a ) *6) *6 … 1 

即得 a*b = h^a 

因此，群 <a *> 是阿贝尔群 * 

必要性 
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设 *> 是阿识尔群,则对任意的 A 兒有 


因此 ( a * o ) ^ ( fc *&) — a * (a*b) *b 

— df # (&*(z)*6 

^= (a*b) * (a*b) O 

定义 6 U 设〈免妗为群，若在 <? 中存在一个元素使 
、得 沒中的 任意元素都由 a 的幂组成，则称该群为循环群，元素《称 
' 为循环群<?的生成元。 

例如，60。就是群 <{0°, 60°, 120°, 180。，240°，賴。 h ★> 

的生成元，因此，该群是循环群。 

. 定理 15.2. 任何一个循环群必定是阿贝尔群。 

证明设<<?， ◊是 一个循环群，它的生成元是心那么，对于 

任意的3/必有 r, s^I t 使得 

x^a r 和 = 

I 

而且 = a r ^af = = af^a r = 3/*® 

因此， «?, 妗是一个阿贝尔群。 □ 

对于有限循环群,有下面的定理。 

定理>13设〈兑心是一个由元素生成的有限循环 
群。如杲没的阶数是％即1没1 =〜则^=〜且 

G = {a ? a 2 , **«, «* _1 , a n ^e} 

其中， e 是 <<?,*> 中的幺元， n 是使 a* = e 的最小正整数 
(称《为元素《的阶)。 

证明假设对于某个正 整数叫 你<»,有， 那么由 
于<<?, *> 是一个循环群，所以沒中的任何元素都能写为 
® fc ( A €- T ) j 而且守 + r , 其中，？是某个整数， Q < r < m 。 这就 


有 


a fc^ a fii T +r = ^)^ a r = a r 


这就导致 口中每 一个元素都可表示成 aI X0<r<m 乂这样，<?中 
最多有 ™ 个不同的元素，与I沒卜》相矛盾。所以 


是不可能的 a 
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进一步证明 A < 浐都不相词。用反证法。假设 
a f ^ 其中就有以_*=匕而且; 一 这已经由上 
面证明是不可能的。所以，七…，都不相同，因此 

a ' a ^= e } □ 


例舨31 5}, 在上定义二元运算*如表 5-5 J 所示。 

表 5-4 S.S 





7 



y 


卢 a . 5 

y i 




，说明 〈仏 *> 是一个循环群。 

解由运算表 5-5.2 可知运算 * 是封闭的 ， a 是幺元。艮 r 和3的逆元 
分别是扎5和 Y 。 可以验证运算 * 是可结合的。所以•〉是一个群* 


在这个群中，由于 


= y *=3 > y^=a 

5 s =^= y ， d A =a 


Q 1 R . 

故群 *> 是由 y 或 3 生成的，因此 •> 是一个循环群 


o 


' 从例题3中可以 看到： 一个循环群的生成元可以不是唯一 
的。 


M 习鼉、 

a ) 设<& *> 是一个独异点，并且对于 (？ 中的每一个元素=都有 
= e , 其中 e 是幺元，证明 〈A *〉是一个阿贝尔群 o 

(2) 证明任何阶萆分别为1,今 3 , 4 的群都是阿贝尔群。并举—个 6 阶 
群，它不是阿贝 尔群。 

(3) 设$是一个群， 证明： 如果对在意的 A 都有 aW = 

( a *!?) 3 , a 4 #6 4 = ( a * b ) 4 fa a 5 * b ^^= 则 〈A *〉 是一个阿贝尔群。 

(4> 丧<?={[：11 [2], [3], [41〔5], [6]}, 上的二元运算 X 7 如表 

心 5.3 所示 a 

间<<?, X T > 是循环群吗？若是^试找出它的生成元。 

(5) 证明：循环群的任何子群必定也是循环群^ 

\ 
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表 B -5 .S 





置换群与伯恩赛德定理 


在这一节中，我们将讨论另一类重要的群 


—置抉群。 

对于一个具有 n 个元素的集合\将厶上所有如个不同置 
换所组成的集合记作 

定义 51.1 设町， 5 r a € S nf &上的二元运算。和使得 
:^。 〜和 吻◊亦丄 都表汞对汉的元素先应用置换〜接着再应用軍 
换心所得到的置换。二元运算。和◊分别称为左复合和右复 
合。 - 


例1设 S ={ a f b , o , eff , ^中的两个元素 


印 1 


a 


a 


b 


c 


d b 


d 


c 





0 


d 


c d 


则 


TTg — = 


CE 


b 


a d 


o d \ f u 

G 


bed 


a 


o d 




c 


d <k 


C ? 


e 


为确定起见,我们在下面只对左复合进行讨论。 

定理 f 6 ,l 。>是一个群，其中。是置换的左复合运 


X T 

[1] 

1 

[£1 

[3] 

C4] 

[5] 

[6] 

[1] 

[2] 

[3] 

E4] 

[5] 

[幻 

[1] 

- [2] 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

[2] 

[幻 

[1] 

[3] 

[5] 

C3] 

[6] 

[2] 

[5] 

[1] 

[4] 

w 

[1] 

[5] 
[2] 

[6] 
[3] 

[5] 

C3] 

[1] 

[6] 
[4] 
[2] 

[5] 

[ol 

[4] 

[3] 

[2] 

[11 


算。 


*2 DJ ， 






证明首先证明二元运算。在 5 V 上的封闭性。 

对于任意的％，吻如果 A 6€汶且《_&，那么，当 
巧将〜 &分别映照成 c, de 汶时，必定有同样地，当町将 
0 , ci 分别映照成时，必定有 e ^/， 于是，取。吻必定将 fif 
中任意两个不同元素映照到 S 中的两个不同元素 。 因此， 

亦 1。 吻 € 汉(|。 

其次,证明二元运算 b 在扎上是可结合的。 

对于任意的〜， i ^8 € s aj 如果对任一艮有亦 a 00 = 
y ，( y ) = 2, pfi ( 2 ) = ^ 那么，由于 

I 

^ i °^ a ( y ) ^Wi(®aCs/)) ®1 (2) 口如 

所以 （您 para 〕 ^^(x) (^ x o^ s ) (x )) = (ori o ara) ( 沒） 

同样地，由于 〜。吻⑷ = Jr a (®)) 

所以 》 x 。 （亦 3 叩 a ) (®) = (亦2°沉 3( 広) )= ari ( z ) =ca 

因此 5 Ti ° ( ara ° ar a ) = (疋1。吻)。兀 s 

如果将汉中的每个元素映照到 它自身 的那个置换，记作 

那么对于 任一而 都有， 沉•。沉 I— 诹 ■娜因此 ， 中存在幺 

元叫，称它为幺置換。 

最后，对于任意的必定存在着对应的使得 
如果布将及映照到 L 那么将 y 映照到 a 因此 

flrcjflT 1 =龙， toar =^ ar a □ 

定义 5-6.2 <^ -> 的任何一个子群,称为集合 S 上的一个 
置換群。特别地，置換群 ◊称 为集合及的对称群 。 

例通1设沒={1, 2, 3}, 写出5的对称群以及沒上的置瘓群。 

解 这的对 称群为 <馬，。>。 

^3 — 撕 1 it 和 3 j 印 Rf 沉 4， 

其中 ， 3 T „ 办吻，％％ 如图 5^.1 所示。禹上的复合运算。如表 
5-6.1 所示 ^ 

容易看出，<>« ?)> <{^>你山。>, <{ 〜亦 ah 。>和 （{〜 叫, 

。> 都是货办。> 的子群，即都是沒上的置换群。 
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定义设 <0,。> 是这的一个置换群，称 

ij= i>y j® (a) =b f 


为由 〈免◊所 诱导的 s 上的二元关系 


o 


例2设 S ={ a , 0 , d }, ^ SFa }， 其中 




a 


a 


G 


C 


d 

d 


J 


fftl 





■ 

d o 


t 


亦3 



abed 

e d 


c d 
d g 


的一个置换群。而由 ◊ 诱导的 


上的二元关系可以由图所示 


.203 


» 










b 


圉 5-6.3 


d 


c 


定理 5~6.2 由置换群 <<?, 。>诱导的沒上的二元关系是一 
个等价关系 & 

证明<<?,。>诱导的 S 上的二元关系为， 

by \ ur(a) =&j 

因为么置换所以对任一 A 必有<% 戽设 
<Oj 6>€- S , 则必有兀€<?,使得«=6，由于 <(?, °>是一个 
群，所以亦 -1 €兑即有 <6,心€ 构设乂 i >€ 及和 ◊, 0>£^ 
则必有 OTl 和 3 T 3 6 兒 使得沉 1( a ) = 6 和 iJTa (&) 因为 JTS 。 兀 lGGi 

而 ？ i ; 3 o 〜 ( a ) = ;ira (5 Ti ( a ) ) = 3 Ta (6) =^ C J 即有 〈 a , c > € 及。因此，丑 

是 & 上的一个等价关系。 □ 

我们知道，一个集合上的等价关系可以确定该集合的一个划 

分，这个划分中的每一块都是一个等价类。 

给定一个集合 S 微 S 上的一个置换群«?,。>，由《?,。> 
诱导的 S 上的等价关系及必将产生 S 的一个划分,我们常常要计 
算划分中等价类的数目^伯恩赛德 (Burnside) 提出了一种计算等 

价类数目的方法。为此，我们先介绍有关置换作用下不变元的概 

定义 M .4 如果一个置换将一个元素映照到它自身，那么, 
这个元素就称为在这个置_作用下的不变元 & 用屮00表示在置 
换亦作用下的不变元个数二 
例如，置换 

I a b e d\ 

A = U bed) 


作用下的不变元为 W c , d , 怜 e ) =4. 

abe d 
b a e d 
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作用下的不变元为 A < ^(0=2. 

定理 3( 伯恩赛德定，理） 由汉的 置换群<<?,。>诱导的 
等价关系将 S 划分所得的等价类数目等于 


U 恤) 


证明首先，对于任一彳设 n ( S ) 表示0中使 S 不变的置 
换个数。由于2少<>)和都是 (？ 中置换作用下的不变元 

srcff »电理 

总数，因此 

5P€G 

其次, 设《和 * 是属于同一等价类的^中的两个元素，则可 
证明在0中恰存在”0〕个将《映照到&的置换。为此,我们设 

I Stg ( a ) = a 且 A € 

显然， 因为仏 & 在同一等价类中，所以必存在一 
个置换 A 使得 、 

3 T ( (®) =b 

构造集合不 一 那么， X * 中的每一个元素都是 
将元素 * 映照到元素&的置换。对于任意的兩，^6 X ai 如果 

n 

必有=而 _1 °0^。0，即兩=叫，所以，中的置换 

都不相同；故有 I 石1 = 还可证明，除了工 f 中的置 

换外，在 (？ 中不可能有别的置换能将 a 映照到6 了，这是因为：假 
设另有一个置换％€<?且％ (4 =6,那么由 

(®)) = ^ r 1 (^) 


可知，就有 




因此，在卩中恰有 nO ) 个置换将 u 映照到\ 

最后，设 HA 是 S 中属于同一等价类的元素，于是 
在(？的_一个置换中， ® 只能映照到其所属等价类中的某一个元 
素，因此，我们只能将中的所有置换分为以下 各类： 将《映照 
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到《 的类; 将《 映照到 & 的 类；… ； 将 a 映照到 A 的类。每一类中 
恰有 n &0个置换,所以，我们有 

” 包含《的等价类中元素的个数 

同理可得 

V ( K 6 ) —— L 包含 a 的等数- 
因此，对于 d 中的任何一个等价类,我们有 

2咖-叫 

*e imfhA 

由此可得 

S^w =(划分及所得的等价类数目） 

«1S - 

因此 

划分^所得的等价类数目一^:^^⑻一^:^^^口 

\vt\ A£8 jW| »€G 

例邐 2 在一张卡片上打印一个十进制的 5 位数,对于小于10000的数』 
前面用零补足5位 # 如果一个数可以倒转 过来氮 例如89166,倒转过来读就 
是99168,就合用一张卡片。问共霰多少张卡片才鉍打印所有的十进制5位 
数？ 

解设 S 是所有十进制5位数的集合。根据题意，构造及的一个置换 
群 〈{«i 其中町是幺置换；吻是这样的一个置换：当一个数倒转 

过来不可诶时，这个置换将该数块照到它自身，例如，将数扣 7 64映照成 
16764;当一个歎倒转过来可读时，，就将该数映照成倒转过来的数，倜如， 
将数89198映照成86168。 

因为，仅含有 H 6, 8, 9的5位数是倒转可读的。共有妒个，而其中 

还有那些以0, 1, 8居中，第一位数与第五位数互为倒转，第二位数与第四位 

数互为倒转的5位数，它们倒转过来还是自身，共有3 X5 3 个。所以， 

必 (jt 3 ) =105 一 55+ 3><5 ? 

另外咖 W0% 

因此,共需卡片的张数为： 

|(10 5 +l0^-5 s + 3x5 a )tl0«-|x5 5 H ■鲁 X5 S 

例题8考察从蓝、黄、白三种颜色的珠子中造取5粒串成的手镯，如果 
将一只手镯经过顺时针旋转而得到另一只手镯看作是没有区别的手薄，并称 
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这两只手镯是旎转等价的，那么，在考虑旎转等价的条件下，本同手镯 的歎目 
是多少？ 

解设汉是不考虑旋转等价时所有用5粒珠子串成的手濁的集合，显然 

\S\ = 3^=343 

' 手镯的旋转方式可以有：不旋转，顺时针旋转1粒珠子、2粒珠子、 3 粒 
珠子、4粒珠子。 旋转5 粒珠子看作是没有旋转。 

设 Ah 构造一个代数系统体 ： u 其中 A 是幺置 
换；巧这个置换是将一只手镅映照为按顺时针旋转1粒珠子而得到的手镯。 


例如，将手濁 



映照力手镯 



至于.吻和 A 薑这样一些置换，它们分别将一只手濁映照为按顺时 
针旋转2、3和4粒珠子而得到的手镯。。是置换的复合.因为馬对运算。 
是封闭的，所以，代数系统（的^。）构成沒的置换群。 

我们知道^对于任何的手镯，当珠子颜色相同时，任意旋转都是保持不变 
的。当手獨中珠子粒数是质敢时，那么，不可能有不同色的手.獨保持旋转不 

本例中5 是 质数，所以只有佘白、全蓝、全黄这三种手镯是旋转不变的, 
^(^ 4 ) ^^(^ 3 ) — 另夕卜，少(50^=243。 - 

因此，在考虑旋转等价的条件下，不同手镯的数目应是 


4(243 + 3 + 3 + 3 + 3) =51 


利用不同手镯数目的计算结果，可以直接地获得数论中有名 
的费尔马 ( Fermat ) 小定理的一个很有趣的证明。 

对于质数 h 考察从《种不同颜色的珠子中选取3>粒串成的 
手镯,在考虑旋转等价的条件下,不同手镯的数目应是 


1 

P 


P -1 




舞 * 4 


+ a) ^ ~(a v + (y—1) a) 


由于手镯的数目总是整数，所以少必须 整除# 一心即 P 必定 


能或者整除 a 或者整除 V - 1 —这正是费尔马小定理的结论 


O 


6-6 习题 

CD 设有悅&, 60的置换 如下: 
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试求 并解方程 = yoy = S Q 

(2) 设^是质数，证明从 a 种颜色不同的珠子中选取 P 粒串成手獨，只 
有同色手镯保持旋转不变。 


(3) 哪荜对称群是阿贝尔群？ 

<4)用4种不同顏色中的一种或几种来涂一根六节的棍棒，问有多少种 


不同的涂法？ 

(6) a ) 2 x 2 的棋盘，用白色或黑色涂在每一个方格内，在考虑旋转等价 
的条件下，试确定每个方格涂上颜色的不同棋盘的数目。 ^ 

* Jb ) 对于 4 x 4 的棋 盘呢？ 


S -7 陪集与拉格朗曰定理 


现在,我们来讨论群理论中的又一重要内 容：群 <$ 岭的任 
意子群 〈丑， 妗将卩分解成丑在 卩中的 陪集。 

定义 6-7.1 设，◊是一个群，乂，刀€逆(沒）且乂爹色 
力砖0,记 

AB-{a*b\a€A, b^B} 

和 A ~ l = { a ^ la ^ A } 

分别称为述万的积和4的逆。 

定义 6-7.2 设 <丑，今是群 *> 的一个子群，则 
集合 ia } S { H { a }) 称为由0所确定的丑在0中的左陪集（右陪 
集)，简称为 丑关于 《的左陪集（右陪集)，记为 aE (丑 a )。 元 
素《称为陪集 ( Ha ) 的代表元素 6 

为确定起见，我们下面只対左陪集进行讨论。 

例1设 i ? 为实数集，上的一个二元运算+定 
义为 _ 

<®1, + y s y ^ <0 ； 1+ Vi + 3 /a> 

显然， <<1 +>是一个具有幺元 <0, 0> 的河贝 尔群。 

■ 
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设 R = 

那么很容易验证 <丑，+> 是 <見+> 的子群。対于 <叫， 

A 及关于 〈⑽ 3/。>■的左陪 
集为 <抑，加>丑 。这个例子 

的几何意义为 t 沒是笛卡尔 
平面，丑是通 过原点 的直线 

y = 2 a ;， 陪集〈叫， j / o 〉 丑是 
通过点 <吻， 灿〉 且平行于 

辽的直线。如图 5-7.1 所 
承 I 

对于有限群，有下面一 
个很重要的结论。 

定理 6-7.1 (拉格朗曰 

定理）设, *> 是群 <仏 *> 的一个子群,那么 

■ 

( a ) R ^{ ia f by \ aGQ f bGG 且 or 1 * 丑}是 G 中的一个 
等价关系。对于若记且心€丑}则 

M a 丑 

(b) 如果 (？ 是有限群， |(? 卜 1 丨丑卜'则怖|«。 

证明⑷対于任一必有使丑， 
所以 < a , a > GB 。 

若<七 b > GR , 则因为丑是卩的子群，故 胃 

所以，<&， a }^ B 0 

若&>€尾 < b f G }£ B f 则《-丄*66丑， b 〜所以 

^ <^ a f c ^ GM 。 这就证明了 及是 G 中的— 

+等价关系。 

对于我们有： 6€|>：^当且仅当<«，6>6及，即当且 
仅当<1夂*6€丑, 而丑就是因此，丑。 

( b ) 由 于及是 <?中的一个等价关系，所以必定将<?划分成 
不同的等价类 [< U , M 使得 
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i = l 

又因，及中任意两个不同的元素 Ai , 心，必有 
所以 ] c ir H 丨 = j 丑丨 = f Tn > i — X r 2, ***^ k 0 因此 

n~ iG*! — U<Z (H =^jff =mk □ 

<=x 

根据拉格朗日定理,可直接得到以 下几个 推论。 

推论1任何质数阶的群不可能有非平凡子群 & 

这是因为,如果有非平凡子群，那么该子群的阶必定是原来群 
的阶的一个因子,这就与原来群的阶是质数相矛盾。 □ 

推论2设 < G , *>是抑阶有限群，那么对于任意的 
® 的阶必是《的因子且必有匕这里6是群 <沒， ◊ 中的幺元6 
如果 n 为质数，則 *> 必是循环群。 

这是因为，由中的任意元素 a 生成的循环群1 
- a ^ G } 

一定是 G 的一个子群。如果孖的阶是怖，那么由定理 5-5.3 可 

即《的阶等于 m 。 由拉格朗日定理必有 
因此，《的阶 m 是&的因子，且有 

因为质数阶群只有平凡子群，所以，质数阶群必定是循环群。 
必须注意，群的阶与元素的阶这两个概念的不同。 a 

例 si 设在忙上定义二元运箅 * 如表 s -7 a 所示。 

表 6-7.1 


证明<& •> 是一个群,但不是循环群。 + 

证明由表 5-7.1 可知，运箅 * 是封闭的和可结合的。幺元是心每个元 
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素的逆元是自身，所以 ，〈仏 *> 是群。因为 〜 h c 都是二阶元，故〈仏*> 
不是循环群6我们称（圯0 为 Kldn 四元群。 

例如 ， S = 3, 4}，置换群 



就是一个 Klein 四元群。 

例题2任何一个四阶群只可能是四阶循环群或者 Klein 四元群 D 
证明设四阶群为 （{6 W c }, 其中 e 是幺元。当四阶群含有一 
个四阶元素时,这个群就是循环群 a fc _ 

当四阶群不含有四阶元素时，则由極论2可知，除么元 e 外， a , h，cm 
阶一定都是2 0 不可能等于 n ， h ^ e , 否则将导致或 a = & 的 

矛盾，所以训£^0。同样跑有以及 = = 因 

此，这个群是 Klein 四元群。 

^习题 

(1) 设 {^>1^： 士―⑽ + & 其中 a , & 且 a ： e _ S } 二元运昇。是 

映射的复合。 

^证明。> 是一个群^ 

b ) 若苫和 T 分别是由 G 中 a = l 和 = 0 的所有映射构成的集合,证明 

。>和 〈奚 。> 都是子群。 

c ) 写出8和 T 在 G 中所有的左陪集 c 

(2) 设 +6> 是一个群)这里+«是模6加法，0],[11[2], 

[3],[41[5儿试写出<4+ & >中每个子群及其相应的左陪集 u 

(3〕 设 （ G , *>是任一群，定义 BGGxG 为 

炉〉| 存在 使得 
验证 s 是 e 上的等价关系。 

(4) 设是一个对称群， G 是保持某一个元素不变的置 换群， 求出 G 
在氏中的所有左陪集。 

(5) 设 <及 *> 是群 •> 的子群,如果 

证明（卓 *) 是作，*〉的一个子群。 
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⑹证明,在由群 *> 的一个子群涡 *> 所确定的陪榘中，只有一 
个陪集是子群 c 

(7> 设 aH 和 是丑在 C? 中的两个左陪氣 证明： 要末 oi?n& 丑 
要末 = 

(S) 设 P 是质数，证 明：，阶群中 一定包含着一阶子群 & 

(9) 设<& 0和0分别是群〈<?, *> 的 s 阶和〖阶子群，并且 

汶 ni 和汉 ut 的阶分别为 ；L 和 h 证明叫。 - 

5-8 同态与同构 

这一节，我们将讨论两个代数系统之间的联系^>着重研究两 
个代数系统之间的苘态关系和同构关系。 

定义5~8.1设 〈斗 ★>*<£,*> 是两个代数系统，★和 * 
分别是显和丑上的二元 (《 元)运算，设/是从2到 B 的一个映 
射,使得对任意的式有 

/(&★%) =/ («i) *f (a 3 ) 

则称/为由 <4 ★> 到 <見 ◊ 的一个同态映射，称 ★> 同态 
于 〈及◊，记 作2〜力。把</ ( A ) } *> 称为 <4 ★> 的一个同 
态象 。其中 

/( A ) 

两个代数系统在同态意义下的相互联系可以由图 &8.1 来描 
述。 ^ 

例1考察代数系统<1, ◊，这里1是整数集，•是普通乘 
法运算。如果我们对运算结果只感兴趣于正、负、零之间的特征区 
别，那么，代数系统 <之◊中运算结果的特征就可以用另一个代 
数系统 <及 ®> 的运算结果来描述，其中正，负，零 }, ® 是 
定 义在忍上的二元运算』如表 6 - 8.1 所示。 

作映射/: $如下： 

| 

-疋 若 n >0 
/⑻…负 若 W <0 

I 零 若 n =0 




很明显，对于任意的 A b 认有 

/(a .6) =/(«)®/(fi) 

因此，映射/是由 •> 到 〈見 ®> 的一个同态。 

例1告诉我们，在 <之 ◊ 中研究运算结果的正、负、零的特征 
就等于在 〈及 ©> 中的运算特征，可以说,代数系统 <見0>描述 
了 ◊中运算结杲的这些基本特征。而这正是研究两个代数 
系统之间是否存在同态的重要意义。 

应该指出，由一个代数系统到另一个代数系统可能存在着多 
于一个的同态 ^5 

定义 M .2 设/是由 〈式 责>到 〈見 *> 的一个同态，如 
果/是从2到5的一个满射，则/称为满同态；如果/是从4到 
B 的一个入射，则/称为单一同态;如果/是从乂到5的一个双 
射，则/称为同构映射，并称 〈式 *>是同构的，记作 




图 5-8.1 


表 



零零零零 


负负正零 


正正负零 


0正负零 





没 /: 定义为对任意及 

/O) 

那么，/是从 +>到 _>的一个单一同态 o 

例3设 /:#— AT fc 定义为对任意的也€及 

f(x)^=x mod k 

那么，/是从+>到 〈凡， 十0的一个满同态。 

例 4 设丑 d 是某一个正整数，定义映 

射， I — 丑为对任意 nGI 

| 

/⑷ = d^t 

那么，/是<1，+>到 〈丑， +>的一个同构。所以 I = M a 

例題1设羞 ={〜 6, a d }, 在 d 上定义一个二元运算如表 5- S .2 所 
示。又设 S=K 3, %外，在 S 上定义一个二元运算如表心 S , 3所示。证 
明 <4 ★〉和风 *> 是同枸的。 


表 5-8.2 


★ 

a 

h 


s 

d 

, a 

Q 

b 

c 

d 

b 

I 

b 

a 


c 

1 

e 

& 

d 

d 

c 

d 

d 

b 

c 

d 


表 5-8,3 














y 



y 



证明考察映射/，使得 

/ Ca)=a f ( b^=p 


/(^)=r 禅、=、 

显然，/是一个从 d 到 S 的双射，由表 5- S .2 和表 5- S .3 容易验证/是由 
★> 到 <見0的一个同态。因此，<尤 ★> 和（氏0是同构的。 
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如果考察映射 9, 使得 


g ⑻ g(h)=y 

g ( d)^a 

那么，？也是由（土 ★) 到 <艮 ◊ 的一个 同构， 

例题1告诉我们，当两个代数系统是同构的话^它们之间的同 
构映射可以是不唯一的^ 

例5表中的代数系统 〈足 ㊉ >，和 CC , ◊都 是与代 
数系统 <3,责>同构的。 


表 5-8.4 



■ 








■ 




< A f *> 



偶 

奇 


偶 

偶 

奇 


奇 

奇 

• 

• 

偶 



<瓦 ㊉ 〉 


* 

0" 

189° 

0 & 

o 6 

180° 

1S0 0 

ISO 0 

o fl 

<c t *> 


同构这个概念很重要。从上例中可以看到，形式上不同的代 
数系统，如果它们是同构的话，那么，就可抽象地把它们看作是本 
质上相同的代数系统，所不同的只是所用的符号不同。并且，容易 
看出同构的逆仍是一个同构。 

定义5~8.3设 <4 ★> 是一个代数系统，如果/是由 
<车★>到<4食>的同态，则称/为自同态。如果夕是由 
<為 ★> 到 <為 ★> 的同构』则称 夕为自 同构。 

定理心 8.1 设 G 是代数系统的集合，则0中代数系统之间 
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的同构关系是等价关 系\ 

证明因为任何一个代数系统 〈式 ★> 可以通过恒等映射与 
它自身同椅，即自反性成立。关于对称性，设 〈式 ★> ^ < B t *>且 
有对应的同构映射/，因为/的逆是由 〈晃 *>到<3, ★> 的同构 
映射，即 〈及 *> - < A f 食>。最后，如果/是由 ★> 到 <足 *> 
的同构映射，沒是由 *> 到 < G , △> 的闻构映射，那么 ff 。/ 就 

是 〈军★>到<^, △> 的同构映射。因此，同构关系是等价关 
系。 □ 

' 定理设/是从代数系统 <4 ★> 到代数系统 〈及 *> 
的同态映射。 

( a ) '如果<4 ★> 是半群，那么在/作用下，同态象</(>1乂*> 

也是半群。 

■ 

( b ) 如果 <2, ★> 是独异点，那么在/作用下，同态象 
</ U ) ，◊也 是独异点。 

(0) 如果 <A ★> 是群，那么在/作用下，同态象</(』)， •> 
也是群。 

证明 （ a ) 设 〈為 ★> 是半群且 〈及岭 是一个代数系统，如 
杲/是由 〈式 ★> 到 *> 的一个同态映射，则 f ( A )^ B 0 
对于任 意的％ b € f ( A ), 必有 ®， s / e 2便得 

f ( x )= a , f ( y ) =b 

在』中，必有 z = 所以 

a*b = f (^)* f ( y)^f ( xiry ) = f ( z ) Gf ( A ) 

最后，*在/(么)上是可结合的，这是因为，对于任意的 
% 6, c ^ f ( A) t 必有 a ?, 趴 使得 

/ ( a ?) = a , f (< y ) = b , f ( z ) -<j 

因为★在 j 上是可结合的,所以 

a * (6*c) =/ (iK) * (/ (y) (z) ) =/ (x) */ (snfrs) 

=/ (化 ★ Cg *2)) i ^ z ) 

=/ (^icy) (z) - (/⑻ #/ {y) ) *f(z) 

拓 (a_b) *0 
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因此，</(/)，*>是半群。 

0>)设 〈式 ★> 是独异点，6是』中的幺元，那么甚 
/ U ) 中的幺元3这是因为对于任意的必有使 

/W =a 

所以 

狀 /0) =f(x) *rf (e) = f(xi^e) =f (a) 

-f(e-kx) =f(e)*f(x) -/ (e) *a 

因此， </(/), *> 是独异点。 

(o) 设 <4 ★> 是群。 

对于任意的 《e /(4 必有使 

/0) =® 

闳为 <义 ★> 是群，故 z 有逆元且面 

/ W *f (^ -1 ) =/( 疋 ★〆) & /(e) = ,(!» _1 *3；) 

古 f 00彳⑻ 

所以，/(厂”是/㈤的逆元 Q 即 

/ (^W 0) - 1 。 

因此， *> 是群。 □ 

.定义 h 8.4 设/是由群 <GS ★> 到群<0, *> 的同态映 
射，/是❽中的幺元，记 K ei (/)— MWG 且称 
Ker (/) 为同态映射/的核，简称/的同态核。 

定理 5^8.3 设/是由群 ★> 到群 <仏， 矽 的同态映射, 
则/的同态核足是卩的子群。 

证明由定理 5-8-2 可知，/=/0)。设心则 

f (hif^s) (Al) */ (h) ^6 r *^^6 f 

故 - fi^o 

对任意的由定理 5 - 8.2 可知 

f {^- ± )= f ( ky i - e t ^= 6 t 

WikH 因此， ★> 是 <义 ★> 的子群。 Q 

下面，我们进一步讨论同态与同余关系的对应。为此先介绍 
同余关系的概念。 
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萣义 M .5 设 < A 女>是一个代数系统，并设犮是2上的 
一个等价关系。如果当办>,时,蕴涵着<«!★虼 

则称丑力2上关于★的同余关系。由这个同余关 
系将2划分成的等价类就称力同余类。 

例6设必\ 办』对于由表所确定的代数系 
统 <2, ★> 以及由表54 + 6所定义的在溢上的等价关系容易 


表 5-8.S 


★ 

G 

b 

<7 

d 

a 

a 

a 

d 

c 

b 

b 

a 

c 

d 

e 

c 

d 

<t 

b 

d 

d 

d 

b 

a 


<洗 ★> 

表 5-8-6 
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1 
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i 

b 

〆 

〆 i 


• 
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1 

• i 

• 

〆 

〆 




〆 

〆 


B 


验证，丑是 i 上的同余哭系。这个同余关系将 i 划分成同佘类 
为 fe 外和 d >。 

例7设 i = \ c ， d }, 对于由表 f 8. 7所确定的代数系 

统 <4食>以及由表5-8. 6 所定义的在 A 上的等价关系丑。 


表 5-8*7 
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a 
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, a 

b 

d 


!_ 

C 

d 

& 

a 


<』，★> 
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由于对 by t < Cj 丑有 

bi^dy = <^ t a 、 车 R 

因此，由表 54.6 所定义的在 3 上的等价关系丑不是一个同余关 
系。 

由上述两例 可知： 在2上定义的等价关系丑，不一定是汲上 
的同余关系，这是因为同余关系必须与定义在2上的二元运算密 
切相关 a 

定理64+4设 <4 ★> 是一个代数系统， i ? 是盗上的一个 
同余关系 ， B = iA lf A a , 是由 ii 诱导的 A 的一个划分， 

那么，必定存在新的代数系统 〈晃 *>, 它是 <3, ★> 的同态象。 

证明在万上定义二元运算*为 ： 对于任意的 A , Ae 足任 
取％€為， a a e A ir 如果则严4。由于及是4 
上的同余关系,所以，以上定义的 A*A -^ 是唯一的。 

作映射 /(«) 

显然,/是从到 B 的濂映射。 

对于任意的 A S / G 式 A 3/必属于$中的某两个同余类，不 
妨设立， y ^ A it Ki , j < r ; 同时 ， 疋必属于丑中某个同 

余类,不妨设于是，就有 

/ 0★女） = A = A * A f =f ( x ) *f ( y ) 

因此， / 是由 ★> 到 <尽 *> 的满同态，即 〈巧 ◊是 〈忐 ★> 
的同态象。 □ 

定理 M .5 设/是由 <為★>到<見 *> 的一个同态映射， 

如果在汲上定义二元关系 丑为： &>€ iJ 当且仅当 

那么，5是2上的一个同余关系。 

证明因为/⑷=/«所以<1 沁 e 札若 o , b ^ n t 
则 f(«)-f C &) 即/⑻ =/ W , 所以仇心 e 足若足 

< b f <?> e ij 则 /⑷ =/W 所以 k e > e 及。 

最后，又因为若 < a ，by e a , < c t d >6 it , 则有 

/( 咖） -/( a )*/( c ) ^ f ( b )* f ( d ) = f qrkd 、 
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所以， ( aite 7 

因此 ，丑是 2 上的同余关系 „ □ 

形象埤说，一个代数系统的同态象可以看作是当抽去该系统 
中某些元素的次要特性的情况下，对该系统的一种粗糙描述。如 
果我们把属于同一个同余类的元素看作是没有区别的，那么原系 
统的性态可以用同余类之间的相互关系来描述。现在，用一个例 
子来说弭这一点。 

例8如表5-8.8所确定的两个代数系统<4喻>和<尽*> & 



★> 

•k 



<及 *) 


映射 Li fm =1 f(r) = 1 

f(s 卜 o f(s) =0 f(0 = -1 

明显地是由代数系统 <4 ★> 到 < 足妗的一个同态映射。假如 
把代数系统</, ★> 看作是对六个带电粒子 A 成 y , S , e , C 相 
互作用的详尽描述。如果《，氐 y 是带正电荷的粒子；久《是中 
性粒于； C 是带负电荷的粒子，那么，我们就可用1，0, — 1分别表 
示这三类粒子，这就是映射/所具有的特性。若记 

B = {l t 0, ^1} 
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那么.代数系统 〈忍， *> 描述了这三类粒子的相互作用，它正好是 
代数系统 < A , ★> 的粗糙描述。 

6-8 习 S 

<1) 证明： 如果/是由 〈牟 ★> 到<1 的同态映射_反是由 <艮〃> 
到 d △> 的同态映射,那么， P 。/ 是由 ★> 到△〉的同态映射。 

(2) 设设， •> 是一个群， Ifa^eG , 如果/是从 e 到 e 的映射，使得対 
于每-个 m A 都有 

试证明/是一个从沒到沒上的自同构。 

(3) 试证由表 5- 所给出的苘个群<& ★> 和说 *> 是同构的。 

表 5-8,9 


Pi PS P3 


Pi 

Pi 

Pa 

Pa 

Pi 

P3 

I 

F2 

pi 

Pi 

Pa 

P3 1 

| 

P3 

Pa 

Pi 

PS 

Pi : 

P4 



Pi 


★> 





3 a 





Qs 

34 

Qi 

ai 

Q3 

Ca 

<h 







<S f *> 



<4) 设 / a 都是从代数系统（毛 ★> 到代数系统 〈艮 *> 的同 
态。 设分是从4到 B 的一个映射,使得对任意 a e 牟都有 

证明： 如果 <見0是一个可交換半群，那么汉是一个由 〈牟 女>到 
*> 的同态 a 

(5) <尽+>是实数集上的加法群，设 

/： ^产％ ^ c€B 

/是同态否？如杲是^请写出同态象和同 态核。 

(6) 证明: 循环群的同态象必定 是循琢 群。 
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(7)〈if —{Oh x> 与 〈及 +> 同 构吗？ 

(S) 证明： 一个集合上任意两个同余关系的交也是一个同余关系。 

(9) 证明定理 54.4 中在 S 上所定义的二元运箅 * 是唯一确定的 a 

(10) 考察代数系统 （A 以下定义在^上的二元关系 B 是同余关系 

吗？ 

a) <札 y>€ 五当且仅当 ix <0 Ay <0) Vix > OAy >0) 

b) 当且仅当 

c ) 〈A y〉C S 当且仅当 ( x ^ y ~0) V (a；¥=0 Ay ¥=0) 

d ) ( x t y>e 五当且仅当求 

(11) 设 / 和夕都是群 ★〉 到群沒 3 , *> 的同态，证明 < C , ★> 是 
★> 的一个子群，其中 

C = { 疋 | 疋 € GtK /(a;) ^=5(^)} 

(12) 设/为从群 *) 到 △〉的同态映射，则/为入射当且仅 
当 Ker(/) = { e }。 其中， e 是&中的幺元。 


环与域 

以上，我们已初步研究了具有一个二元运算的代数系统—— 
半群、独异点、群。接着，我们将讨论具有两个二元运算的代数系 
统。对于给定的两个代数系统 〈屹 ★> 和 〈次心， 容易将它们组 
合成一个具有两个二元运箅的代数系统 〈义★，岭 。我们感兴趣 
于两个二元运算★和 * 之间有联系的代数系统« ★， *> ，通 
常,我们把第一个二元运算 ★ 称为“加法”，把第二个运箅*称为 
“乘法”。 

例如，具有加法和乘法这两个二元运算的实数系统 
< R t +, x > 和整数系统 x > 都是我们很熟悉的代数系 
统。对于任意的 A \ (或 /), 都有 ax (6+ c ) = ( ax 6) +_ 

I 

(> xc ) 以及 (6+ c ) Xa - ( bxa ) + ( exa ), 这种联系就是乘法运算 
对于加法运算是可分配的 3 

定义 6 - 9.1 设 a , ◊ 是一个代数系统，如杲满足： 

(1) 〈次 ★> 是阿贝尔群 3 

(2) < A t *> 是半群。 
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(3) 运算 * 对于运算★是可分配的。 

则称« ★，岭 是环 D 

根据定义可以清楚地看到，整数集合、有理数集合、偶数集合1 
复数集合以及定义在这些集合上的普通加法和乘法运算都是可构 
成环的例子。 

例1系数属于实数的所有3的多项式所组成的集合记作 
别<1，那么, $!>] 关子多项式的加法和乘法构成一个环^ 

例2元素属于实数的所有 A 阶矩阵所组成的集合记作 
d 那么关于矩阵的加法和乘法构成一个环。 

T 

例题1设 是 Klein 四元群，其中 K = U , a , b f c} t * 的运算见 

表5-7.1。如果再定义反上的二元运箅 •如表 5-9.1 所示。 

表 5-9.1 

* e a l> c 



则 <5:，~是一个环。 

证明先证 d_) 是半群 o 

由表 5- L 1 可知，对于任意的都有都是关于 
运箅 * 的右幺元;对于任意的 K 反都有忠.6=匕 

对于任意的 A 可以证明必有这是 囡为： 

如果2 = «或£那么， Oc.y) 

如果 r = a 或那么，, 

其次证明•关于 * 是可分配的。 

先证等式 （；/M)a=(y‘30*O4) 

如果 或 那么 ， = 

如果或疋=<?，那么，（汉衫〉-$二（贫.$)*0-疋〉 

再证等式 (^*^) = ^) * 

如果所以 

芯， =^^ e=e 

■ ， 



如果 y 与^中有一个等于 A 则等式 = 成立 * 

如果 h 洛均不等于 A 且?那么有以下三种情況： 

(1) x*(^a*b) =ic JgL(j?-rt)*(a;-b) —^*e = 3^ 

(2) £c-(a*c) —oC'b^e =x*x=e 

(3) x*(b*o) —^-a = ^ H {x*b)^(^x*d) =e^—^£ 

所以，在代数系统 •, •> 中运算 ■对 于运算 * 是可分配的。因此, 
<£：, % •> 是一个环。 

定理 5-9.1 设« +， •> 是一个环，则对任意的七\ 

(1) a * B ~ 0 m Q = 0 ' 

(2) «*(-&) = ( - a ) •&=-(>•&) 

(3) (― a )*(-&)= a ‘& 

(4) a * ( b — c ) ^ a * b — a*e 

(5) (6 — c ) *a = b * a — c*a 

其中， e 是加法幺元，一《是 a 的加法逆元， 并将® +( — &) 记为 

a — 6 0 

证明 （1) 因为 

I 

$•&= ($4-8) * a = fl - a+^*a 

由消去律，即得 

0 *a = 9 1 

同理可证 a、S = 9 

( 2 ) 因为 

■ 

a ， 6 + a •( — 乃） = a . [&+ ( — 6} = g u 0—0 

所以 a* ( — b ) = — ( a * b ) 

同理可证 {— a 、. b =-、 a ， b 、 

(3) 因为 

a ‘ ( — b)~h (— a ) * (~ d ) = [ a + (— a )] _ (—6) 

和 o ’ （一 ft ) + a*b = a 〃 [ f —5) +&] ^ a * B =0 

所以 （ 一 
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⑷ c* (b —c) =a. [& + (—<>)] (—c) 

+ (—< z * c ) a * b - a-c 

(5) ( b — c ) *a = [5 + (—(?)] *a = b * a-^r C ^ c ) *a 

— 6*^ H -(— e * a ) = b * a — c m a Q 

我们还可以根据 〈式 ◊的结构来定义一些常见的特殊 
环 0 

定义 5-9. 2设 <為+, *> 是环。如果 <牟 々是 可交换的， 
则称 〈牟 +， ■> 是交换环。如果 <4 _>含有幺元，则称 
◊ i , +， •> 是含幺环。 

例3设 S 是一个集合，妒080是它的幂集，如果在求 OSO 上 

定义二元运算+和 • 如下: 对于任意的 A B £ ^(8} 

A+B={x] (x^S) A (x^AWaiGB) A 

2*5= Af\S 

容易证明 c ^ oso , +, •> 是一个环,称它龙占的子集环。 - 

由于集合运算 n 是可交换的，且义夕⑻，_>含有幺元&因 
此子集环是含么交换环。 

定义 6-9.3 设 <2, +, _>是一个代数系统，如果 满足： 

1- < A t +>是阿贝尔群。 

2. < A f •> 是可交换独异点，且无零因子，即对任意的 

a r a ^9 r 6#汐必有 a * b ^0 o 

3. 运算•对于运算+是可分配的。 

則称 <2,夂*>是整环。 

例4因为</, +>是一个具有加法幺元 A 且对任意 n 有逆 
元 一 u 的阿页尔群； <1 •> 是可交换独异点，且*足无零因子条 

件；运算 * 对于运算+是可分配的，故+，今是整坏。 

定理 5-9.2 在整环 <2, +, ◊中的无零因子条件等价于乘 

法消去律』即对于沒和必有 = 

证明若无零因子并设0_0和 c _ a = c _&, 则有 

O ' a — c t b = o * ( c — b ) ^0 


所以，峰有 a = b 。 
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反之，若消去律成立，设 a 卢 < = 0则心消去 a 即 

得* =设。 □ 

定义6~9.4设 < A , +, ◊是一个代数系统，如果 满足： 

1. <A +>是阿贝尔群。 

2. - {0} ? ◊是阿觅尔群。 

3. 运算 • 对于运算+是可分配的 a 
则称 <4 +, ◊是域 。 

例如 ，现 +，_> 〆 尽+, ◊，说 七 *> 都是域，这里 ， Q 
为有理数集合，5是实数集合， （？ 是复数集合，而+, •分别是各 
数集上的加法和乘法运算。 

必须指出，<1, +, ◊是 整环，但不是故因为 <1—{0 K _> 
不是群。这说明，整环不一定是域 。 

定理 H 3 域一定是整环。 

'证明设 <4 +, ◊是任一域。对于 Hce 』 且 
如果有 a ，& = a % (而1是乘法幺元)则 

b — T*b = ( a _1 * cz ) •& = a ^ 1 * ( a ，6) — ctT 1 * ( a * c ) 

= ( or 1 - a ) *c = l * o=(j 

因此 ，〈义 ◊是一个整环。 □ 

定理 6^9.4 有限整环必定是域。 

证明设 <2, +, ◊是一 个有限整环 O 

所以』对于 a , 5, c ^ A 且 c — h 若 a 弄&则 a _ c 丟&再由运 

算*的封闭性，就有 

对于乘法幺元 L 由必有义 使得小 0^=1, 
故 d 是0 的乘法逆元 ^ 

因此，有限整环 +, ◊是一个域。 Q 

接着，我们将讨论具有两个二元运算的代数系统之间的同 
态 0 

定义 54.5 设 +,…和^^ A , 企> 是两个代数系 
统，如果一个从2到 S 的映射/,满足如下 条件： 

对于任意的 a , 牟有 
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/㈣) =f(a)A/(b) 

2, /(“) =f{a)Af(b) 

则称 / 为由 <4 +, •>到<矣么 A > 的一个同态映射，并称 

</ U ) ,企，仝>是 〈牟七 _>的同态象。 

类似于节中所讨谂』设« +, •> 是一个代数系统，并 
设 i ? 是一个在2上同时关于运算+和 ■ 的同余关系，即龙是2 
上的-个等价关系，并且，若 <〜％>, < i lT b 3 > e ^ 则 〈而 +L 

位 a + 处*^>6足设万= 為} ■是由同余 

关系丨诱导的2的划分，其中』 = 2,…, r ) 都是同余类。 

我们在5上定义两个二元运算 A 和 A 如下： 

At^Aj = Ai Oa*(z a G^i 

其中， asiGA 。 

如果我们定义一个由 d 到万的映射 /: 

对于 a € 奚使得 ^ 

/ ( a ) = A { aGA ( 

那么 ，对于 任意的 A y^A f 必有成為，成為以及 

/( 疋+发)疋+发€ 

而 -^ i * = (^) (y) 

所以 /(*+3/) ^/(®) A /(^) 

类似地可有 f(^y)=f (^) A / iv) 

因此， / 是一个由 « "K ◊到 〈足 A ， A > 的同态映射，故 
<B } A , A > 是 <A +, ◊的 一个同态象。 

例5 设<兄+， ◊是一 个代数系统，汉是自然数集，+和 
•是普通的加法和乘法运算，并设代数系统<{偶，奇 }, A , A >, 其 
运算表如表& ^.2 所示。 

容易验证映射 ^ 


/w = 


偶 

奇 


若？1=2务 ， A = 1，2, 


若 




2 k -{-1 7 jfc = 0, 1, 2, 




是由 〈义 +,十到^偶，奇)， A , A > 的同态映射，因此, 
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表 5-9.2 


A i 

偶 

奇 


偶 

奇 

偶 

偶 

奇 

偶1 

、偶 

偶 

奇 

奇 

偶 

奇 

偶 

奇 


<{偁，奇 h A , A > 是 <皮，+， ◊的一 个同态象。 

定理 5-9.5 任一环的同态象是一个环。 

证明设 〈牟 +， •> 是一个环且 〈尽 A , A > 是关于同态映 
射/的同态象。 

由 <A +>是阿贝尔群，容易证明 〈及 A > 也是阿贝尔群。 
由 <A _>是半群容易证明 <尽 A > 也是半群。 

对于任意的 h 心 hSB t 必有相 应的％ % %使得 

/(«0 = b t G-l, 2 f S) 

于是 6 iA (5 fl Ai 3 ) =/(«0 A (/(« a ) A / W ) 

(^ 1 ) Af (^+^) 

=/0 i _ + a z )) 

=/((< Zi * a a ) + ( a t * as )) 

=/ ( a ± - a & ) A / ( ai - a 3 ) 

^ (/ (« i ) A / (« a ) ) A (/ c ^ i ) A / (« s )) 

(&1 AD △ ( d ^ A & s ) 

同理可证 ASi - (6 a Afti ) A (6 B Aii ) 

因此，<忍， A , A > 也是一个环。 口 


6-9 习题 

(1) 已知一个环^〜 d }, +, _>,它的运算由表心 9 . 3 给出: 

表5«0 3 





d d 


bed 
〆 d a 
dab 
a b c 
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它是一个交换环吗？它有乘法幺元吗？这个环中的零元是什么？并求 
出每+元素的加法逆元。 

<2)试证 （ I , △> 是有幺元的交换环，其中，运算 A 和△分别定义 

■ 

为：对任意的 A hGl ， a ^ b=a + b — l , a^b = a - hb — a * b 0 

(3) 设 〈尽 +,.〉 是一个环, 证明； 

如果 a ， b € B J 则 ( d + iO a = a s + a _& + ??-0+ i> 2 ci 其中 7 

(4> 设 <儿+， .> 是一个代数系统，其中+, * 为普通的加法和乘法运 

算， A 为下列集合 r 

a) A— -{ic|5：— n £ 2} 

b ) 3^ + 1^ n & I } 

c ) = 且 _?}■ 

d) A —{^\^= a+b ^ 5 ^ b ^ U } 

e) ^1= {a;|a;=a+6 V 3 ^ a^b^B} 

问 +, *> 是整环吗？为什么？ 

(5> 证明<{0, 1}, ㊉ ，0〉是一个整环，其中运算 ® 和 © 由表5>9.4 


定义。 


表 5-9*4 


㊉ 1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 



<6)设 < A, +, *> 是一个环，弁且对于任意的 a 都有 S 
明： 

a ) 对于任意的 ae 牟都有 a + a = 其中0是加法幺元。 

b) +, •> 是可交换环。 ， 

CO 设+, ◊是 一个代数系统，其中+, •为普通的加法和乘法运 
箅， Z 为下列 集合： 

a ) J , = 1} 

b ) A =^{ x \ x = a-hh t a t & 均为有理数 } 

c ) A ={ a ： l ^ = a - f & a , & 均为有理数 } 

d ) j 4 = ^!^ = a + & \ /了， a ， & 均力有理数 } 

e) — ^ b 砭 1+ 且 ci 妾 fc’i)} 

问 （4, +, •> 是螨否？为什么？ 


* 229 * 



( S ) 设 < F ，+, .>是一个域，负疋且+， 

都构成域，证明<私|^ 说， +, _>也构成一个域。 

•(9) 设 〈乂， ★, *> 是一个关于运算★和 * 分别具有幺元朽和句的代 
数系统，并且运算★和*彼此之间是可分配的，证明对于 i 中所有的6成 
玄着 $女$=3；*：^=^。 

(10) 设 〈為 ★"> 是一个代数系统,且对于任意的 A 有 

a ★& =a 

证明二元运算 • 对于 ★ 是可分配的。 
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第六章格和布尔代数 

P 

这一章将介绍另一类代数系统，这就是格。格论大体上是在 
1936年左右形成的，它不仅是代数学的一个分支，而且在近代解 
析几何』半序空间等方面也都有重要的作用。我们在这里只介绍 
格的一些基本知识以及几个具有特别性质的格——分配格、有补 
格，在此基础上再介绍布尔代数,而布尔 f 数在计算机科学中有很 
多直接应用。 / 



在第三章中，我们介绍了偏序集的槪念，偏序集就是由一个集 
合 A 以及 Z 上的一个偏序关系 “4” 所组成的一个代数系统 
< A f 4>。我们知道，对于偏序集来说，它的任一子集不是必定存 
在最小上界或最大下界的。例如,在由图所承的偏序集中, 


{ a , b } 的最小上界是〜但没有最大下 
{ e } f } 的最大下界是也但没有最 
小上界。 

今后，我们把外的最小上界 
(最大下界）称为元素 A 6的最小上界 
〔最大下界 ) 。 

然而，由图 6 - 1.2 所示的那些偏序 
集却都有这样一个共同的特性，那就是 
在这些偏序集中，任何两个元素都有最 



小上界和最大下界。我们把具有这种性质的偏序集称作格。 


定义 6 -- 1.1 设 〈為 <> 是一个偏序集，如果 A 中任意两个 

S 


元素都有最小上界和最大下界，则称为格。 
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例 1 设 A 是所有正整数的集合，在 A 上定义一个二元关 
系 U 对于 bei +J a |6 当且 仅当® 整除 I 容易验证 | 是及上 

的一个偏序关系，故 a + , |>是偏序集。由于该偏序集中任意两 
个元素的最小公倍数、最大公约数就是这两个元素的最上界和 
最大下界，因此，|>^ 0 

例2设穸⑽)是给定集合 S 的幂集， i ^( S ) f C > 是一个偏 

序集。由于$浴)中的任意两个元素&，化它们的最大下界为 
n s ar 最小上界为说，所以是格。 

定义 6 - 1.2 设 <4 是一个格』如果在4上定义两个二 

元运算 V 和 A , 使得对于任意的 A 等于《和&的 

最小上界， a 八6等于 G 和6的最大下界，那 
么 ，就称 <4 V , 八〉 为由格« 所诱 
导的代数系统 a 二元运算 V 和 A 分别称为 
并运算和交运算 


iittbi 



{ b ) 


O 


例3给定 S = 札夕(句=他{«}, 

w , k 那么，格<妒⑻， o 如图 

6^1.3 所示。 

■ 

而由格 C > 所诱导的代数系统 
为，⑻ V , 八乂 其中运算 V 是集合的并，运算八是集合的 
交。故 V 和 A 的运算表可分别由表 H 二的 （ a ) 和 （6) 所示。 

定义 6 - 1.3 设 <4 =4> 是一个格，由 <A 诱导的代数 
系统为 <2^ V , A >, 设 B & ARB 羊 ^如果乂中的这两个运箅 
V 和 A 关于5是封闭的,则称是 C 4, =<> 的子格。 
可以证明子格必成为格《 



tlll =B ^ 


hr 
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A 

0 

(4 

{&} 

{d, b} 

0 

! 0 

1 

0 

0 

0 

{«> ； 


{«} 

0 

M 

{&} 

0 




{a, d} 

0 

w 

{&} 



例 4 例1给出了一个具体的格 < J +, |>,由它诱导的代数 
系统为 V , 八〉， 其中 aV 6 就是& 6的最小公倍数 ， aAb 

驟是&的最大公约数。因为任何两个偶数的最大公约数和最小 
公倍数都是偁数，所以，如果取五 + 是正偁整数的全体，那么 V 和 
A 关于札是封闭的，因此〈見，1>是 <1^ 1>的子格。 

必须指出，对于格设 S 是2的非空子集，尽管 
<' =<>必定是一个偏序集，然而 〈方， =<> 不一定是格，而且即使 
<式¥>是格 ，也不 一定是〈為=<> 的子格 a 
例5设<^4> 是一个格，其中 

S = {a f b t e, d t e t j f g f h} t 

如图 6-1.4 所示。取 

= b,d t f} 

e ， g ， h } 

- {&, b f c t d } e r g t h} 

从图 6-1.4 上容易看出， <^, 和<、 ¥> 图^ 1 ， 4 . 

都是 <見的子格，而 O 虽然是格，但它不是 O 
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的子格，这是因为 


b Ad = f ^ S ^ 


例凰1设<>是一个格,任取构造这的子集 r 为： 

且 Ka } 

贝 UA 是沉 4的一个子格。 

解对_任意的 A y ^ T , 必有 和卜 a f 

所以 x \ iy 式 a ， xAy=^a 

散 xApeT 

因此 ，〈乃 是 <>50 的一个子格。 

同样埯，可以证明，如果取 Q — 则 < Q ， 

也是 〈& 的一个子格。 

在讨论格以及格所诱导的代数系统的一些性质之前，先介绍 
格的对偁原理。对偶这个概念在日常生活中也是屡见不鲜的，簪 
如，在不同国家的交通规则可能不同，但基本上是两种， 一 祌是以 
左为准，另一种是以右为准，那么，在以左为准的交通规则中,如果 
将左换成右，右换成左就可得到另一种以右为准的交通规则，这 
里，左和右就是一种对偶概念。设 < A ， 是一个偏序集，在 A 
上定义一个二元关系使得对子2中的两个元素 A &有关系 

当且仅当不难看出 〈為 也是一个偏序氣我 
们把偏序集 〈為 和 〈為 称为是彼此对偶的（互为对偶 

的)，显然，它们所对应的哈斯图是互为颠倒的。容易证 明：若 
<A <>是二个格，则 <式4«>也是一个格。我们把二元关系 
< 称为二元关系4的逆关系，为简单起见，用记号 > 表示 
因为由格« O 所定义的代数系统的并(交）运算正好是由袼 
»所定义的代数系统的交(并)运算，所以，关于格的对偶原 
理可以表述 如下： 

设 P 是对任意格都为真的命題，如果在命題 P 中把4换成 
>=, V 换成 A ， A 換成 V ,就得到另一个命题我们把 ，称 
为 P 的对偁命题，则 P 对任意格也是真的命题。 

下面,讨论一些格的基本性质。 
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定理 fi -1-1 在一个格4>中，对任意的％6€义都 
有 a^aV b 式 a\f h 

af \ h ^ a > a j \ h^b 

证明因为 《 和 & 的并是《的一个上界,所以 

ai =^ a\j b 

同理 b ^ 4 a\f b 

由对偶原理，即得 

a /\ b ^ a y < i /\ b^b Q 

定理 m 在一个格 <4 中 ，对于 16』 q deA , 如果 

和 c ^ 4 d 

贝 ！ I a\f c ^ b\fd 

\ 

af \ c^bAd 

证明因为 b ^ hVd t d = 4 b V d } 所以，由传递性可得 

a ^ b ^ d , c ^ b\fd 

这就表明 & V 3 是 0! 和 C 的一个上界，而 aVc 是《和6的最小上 
界，所以，必有 

aVc =4& 


类似地可以证明 ahc^bhd □ 

推论在一个格 <> 中,对于 b , ceA t 如果 64 a 则 

aWb ^ ayc , aAb = 4 aAc 0 垃个性质称为格的保序性 D 

证明只要在定理 6 _1.2中将 a 代替6, &代替 C ， c 代替之 


即可得证。 □ 

定理 6 - 1.3 设 < 2 , O 是一个格，由格 〈矣 = 4 > 所诱导的 
代数系统为 v , a >, 则对任意的 a n c , rfe 志有 


a) 


aV6=& V a 

a t \ b=^h j\a 


(交换律) 


( 2 ) 


05 V (b\/c) — (a V V c 

a A (6 Ac) = (a/\h)Ac 


(结合律) 


切丄4 ( 幂等律 〕 
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® V {a =a 

A (a V b ) =a 


(吸收律) 


证明 （1) 格中任何两个元素 a j 的最小上界(最大下界) 
当然等于6, a 的最小上界(最大下界乂故 

a \/ b = b \/ a (a 八6 = 6八 a ) 

(2) 由定理 6^： L 1 可知 


b ^ b \* c =4 ctV ( b \/ c ) 和 V (6 Vc ) 
由定@心1.2,就有 


(a\fb)^a\/ (6Vc) 
又因 c ^ a \} ( b \ lc ) 

再由定理心4_2,即得 

(aVb) Vc^sV (5Vc) 

类 M 地可以证明 


oV (6Vo)=4(^ V&) V<5 

因此 a\f ( b \ Zc )- ( a \ Jh)\fc 

利用对偁原理，即得 

a 八 (5 Ac ) = (« A ^) Ag 

(3) 由定理 6-1.1 可得 a -=^ a\f a 

由自反性可知 a^a 

由此可得 a \/ a =4 a 

因此 a\ja ~a 

利用对偶原理,即得 

a Aa = « 

(4) 由定理 6 - 1.1 可褥 


a^a\f (aA6) 

因为 和 a /\ b^a 

所以 a V (a 八 6) 

因此： a V (a y\ 办) =a 

利用对偶原理,即得 
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这八 （ aV 办 ）=flf 
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例 6 设<>是一个偏序集合，这里皮是自然数集，< 

是普通的数与数之间的“小于等于”关系，因负对于任意的 
bd 有 

a,\ ! 6 ) 

a j\b ^min(a r b) 

所以，<及， <> 是一个格，由这个格所诱导的代数系统是 
<义 V ， 八〉。 

在此代数系统中，任意两个数 a 和6的最大值（最小值) 

与&和《的最大值(最小值)是相等的，因此,并运算和交运算都是 
可交换的；又因力 max ( max ( c , b ), c ) 和 max ( a , max (6, c )) 都 

是三个数 6, c 中的最大值，所以在 V , 八〉 中并运算是可 
结合的，同理 ， min (min 0, 6), c ) - min ( a , min (6, c », 说明交 

运算的可结合性；由于 max ( a , a ) min ( a , a )- a f 所以幂等性成 
立；又由于 taa 3：( a , min ^ &)) 和 mln ( a ， mas :^ b )) 

因此，吸收性也成立。 

引 S 6-1.1 设 〈為 V , 八〉 是一个代数系统，其中 V ,八 
都是二元运算且满足吸收性，则 V 和 A 都满足幂等性。 

证明因为运算 V 和 A 满足吸收性，即对任意的 A 6€泌 
有 , 

a V (a 八 &) = a (1) 

a/\(a\/b) ^a (2) 

将 (1) 式中的 6 取为 aV 6, 便得 

aV (a A (aV &)} 

再由 (2), 即得 

a\/ a-=a 

N 理可证 aAa^a 口 

定理 6 - 1.4 设 < A , V , 八〉 是一个代数系统，其中 V 和八 
都是二元运算且满足交换性、结合性和吸收性，则3上存在偏序 
关系使« <>是一个格。 

证明设在 Z 上定义二元关系4 为：对 于任意 a , 6€在 
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喊 当且仅当 

a f\h 

首先证明二元关系 < 是一个偏序关系。 

由引理心1.1可知 A 必满足幂等性，即对任一 aG 么有 aAa 

I 

，所以故 < 是自反的。 ， 

设 a ^4 b t 则 再设 M 

b 土 b /\a 

因为 A 满足交换律，因此， a = h t 故=< 是反对称的。 

设贝 Ijd 八& =〜6 Ac = 6 J 因为 

aAc ^( aAb ) Ac 

A (6 Ac ) 

= at\h 

二 a 

所以， ag 匕故 < 是传递因此， 4 是偏序关系。 

其次证明 a A 6 是《和&的最大下界。 

I 

由于 f\a = dj\h 

(aA6) Ab = aj\b 

所以 ， a f \ b < a ，a 八&即 a 八 6 是 a 和6的下界。 

设 C 是《和&的任一下界，即 cA ， c ^ b 3 那么就有 

、 cl\a = c , c/\b = c 

I 

而 cA (a\b) = ( gA^J !\b = g!\ h = c 

所以 c ¥ a 八 5 ' 

这就证明了 a A & 是 《 和 6 的最大下界。 

最后，根据交换性和吸收性，由 a = a 可得 

(a/\b) V b = a\/b 

gp b 二 a\jb 

反之，由 《 V 6 = & 可得 

a h 、 八& 

即 a = a/\h 

因 jit 八 6 ■= a i 4- J , G 1 V " 6 = 6 
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由此可知， j 上偏序关系即为：对任意的当 
且仅当 = 卜 那么，就可以用类似的方法证明是 
«和6的最小上界^ 

因此，<4, ¥>是一个格。 □ 

定理 6-1.5 在一个格 a , 中，对任意的 〜 t c e 式都 

有 

oV (& Ac ) s 4 (oV A ( oVc ) 

(a/\b) V (a Ac)=<«A (6 Vc) 

证明由定理 6-1.1 可知和 a =4 aVc , 由定理 6 - 1.2 
%幂等性可得 

a = a/\ (« V &) A (« V c ) ⑴ 

另外> 由于 6 /\ c =^6=<3 V & 和 £ Ac =^ c^aVo 

所以 

b Ac^- (bAc)A(bAc)^(a\/b)A (aVc) (2) 

对于 (1) 式和⑶式，应用定理 H . 2 即得 

a\i (bAc) =^(aV b) A ( aVc ) 

利用对偶原理，即得 

(af\b) V (o Ac)=^o A (6 Vc) □ 

定理 6-3 L 6 设 <式 =4> 是一个格，那么?对于任意的 
a , i € 4有 

a^b^a f\ b — atOa V b^b 

证明首先证明 = a 

由和就有但根据的定义应有 
a A b^a s 由反对称性，得这就证明了 a^b^aKb-a^ 

反之，假定 = A = 这就证明了 

* a A & = a^b 

固此 a^4b c = « 

用同样的方法』可以证明 = h 而 aA 6 = aO«V 
b = b 已经在定理 6-1.4 的证明过程中诬过，这里不再重述。 □ 
定理 6-1.7 设 <為是-个格，那么，对于任意的 
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a , 5., 有 

^ a\/ (b/\c)=^(a\/b) Ao 

证明由定理 6-1.6 有 

a^tO (<z V c ) =o 

由定理 6-1. S 有 

a\f (& Ac )=4( oV b ) A (® Vc ) 

用 o 去代替上式中的 ( aVc ), 即得 

aV(lAc)^(aWl>)Ac 

所以 a =< c=>cV ( bAc )^( a \/ h ) Ac 

另外，若 aV (& Ac )< OV 幻八 c , 则明显地有 

o=4ctV Q> Ac) (aV &) Ac=^c 

即有 

所以 a V (5 A (?) =< (« V Ac => a=^e 

因此 a-=Cc ^ ( 2 V Ac) =4(tr V^) Ac □ 

推论在一个格 〈隼 <> 中，対任意的 1 &， c €^ 必有 

A b ) V ( aAc)=<«A ( b\f (a Ac )) 

和 a V (厶八 （a V c ) ) =< (a V &) 八 （a Vc ) 

证明利用 aAcSa 和便可分别得证。 □ 

定义 6-1. 4设4 ◊和 iA 3t ^ a > 是两个格，由它们分 
别诱导的代数系统为 < A 1? Vi , 八 ◊和 V a ，AsX 如杲存在 
着一个从七到戌的映射 /, 使得对于任意的 A b £ A lt # 

/ (« V i &) =/0) Va / O ) 

/(aAL/W A 3 /(5) 

则称 / 为从<4, Vh AA 到 Va A a > 的格同态，亦可称 
</( 从 4 a > 是 〈毛， 的格同态象：> 此外，当/是双射时，则 
称/为从 〈為， Vi , Aa > 到 〈土， v a , 八◊的格同构，亦称 

<Au 和 < A a , 这两个格是同构的。 

定理 6-1.8 设/是格 < A 1} <◊到 <烏， ^ a > 的格同态，则 

对任 意的％ 如果 ^ iV f 必有 

证明因为沈 4 a 所以 ^ AiSZ - o ; 

| 

| 
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/( 芯八 !?/) =/0) 

/㈤ A^/Ca/) 兰/⑻ 

故 / OX / (沒〉 口 

定理 6-1.8 告诉我们格同态是保序的 。 但是定理心 1. S 的逆 
命题是不一定成立的。如下例所述。 

例7设是一个格，其中 

S = {a f b, o f dj fi} 

如图 fl .5 所示。 

我们知道， e > 也是一个格，作 
映射， s — 麥⑻， 对任一: ces , 使得 

即有 图 6- 1 - 5 

m /( c)={ Cj 6> 

m ，， ehf ( e )^{ e } 

显然，当氕 3/ eS 且 $43 /时，有/⑹ E /(3/)， 所以/是保序的。 
但是，对于6, dGS ， 有 

b^d = a 

f(b\'d)^f(a)=S 

而 f ( b ) um ^{ h f d } 8} 

所以 f ( bVd )¥* f ( b ) \ Jf ( d ) 

定理 6-1.9 设两个格为 <4, O 和 <為， =< a >, /是从 

A 到厶的 双射， 则/是 <▲, <:>到 <4, O 的格同构，当且 
仅当对任意的 A b ^ A u a ^ ± b^f ( a ) ^ { b ) c 

证明设 / 是 到 <4, 的格同构。由定理 

6-1.8 可知，如果对任意的\ beA lr 反 

之，设 / W 4/ ⑷，则/(⑷八以⑻^/ ㊈ 八必=/«由于/是 
双射，所以故 

设对任意的〜 b ^ A lt b O / ( a ) =4 a / (^) , 设 a 八 ！&=(；， 

则0=<1% 于是， 
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故有 /( e)^/W A ./ C &) 

设 A ./ C &) - f ( d ) 

则 f(c)^2f(d) r / ⑻⑷， f(d)^ 3 f(b) 

故有 于是， d ^ ta/Kib 即 dSiC , 所以 

f ( d )^ s f ( c ) 

因此 m =m 

即 f (^ Aib ) =/(«) A a /(6) 

类似地可证 /(« Vi ^) - f (^) V a /(6) 

因此，/是<4,0到 〈如， 的格同构。 □ 


6-1 习題 

(1) 由图 6-IL6 所示的偏序集，哪一个是格?为 什么? 




( a > C 6) 


(cJ 


id ) 


图 6-1.6 

(2) 由下列集合 i 构成的偏序集 〈皂 -0, 其中 4 定 X 为： 对于叫， 

勿 e 4 h 当且仅当 W 是％的因子 Q 问其中哪几个偏序集是格。 

a) L = H 3, 4, 6, 12} 

b) L-il, 2, 3, 4 6, 8, 12, 14} 

c ) L = { l f 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} 

(3) 验证以整除关系 “I” 为偏序关系的正整数格 <7% D 所诱导的代 
職统 (n /\>满足 Vi A 的交换性、结合性 、等幂 性以及吸收性 o 

(4) 设<是一个格,任取1 ?>且 a-<b^\ 构造集合 

则 < S , 也是一个格。 

~[注] a — b 意指 a 今&且 钟 t . 
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(5) 设卓 B 是两个集合，/是/到 B 的映射，证明 £>是 

的一个子格，其中 

(6) 设 <2, V ，/\>是一个代数系统，其中 V , A 都是二元运算且分别 
满足幕等性,试举例说明吸收性不一定成立。 

(7) 设 a 和&是格 〈牵 中的两个元素，证明 

a ) ^ aAb^h 当且仅当 = 

b ) 和当旦仅当 a 与 b 是不可比较的。 

( S ) 证明在格中若则 

a V b=b Ac 

(a At) V C& Ac) ^= 6 =^(aV 5 ) A (aVc) 

(9> 证明在格中成立 

(aAb)V (cA Vc) A CbVd) 

和 A V (6 A o) V (c A a) ^(a V A 'Z A (pV a) 

(10) 用对偶原理证明定理 6-1.2 中的后一个结论，即在格中若和 

Ad e 

(11〕 设（先 <> 是一个格，证明 O 也是一个格。 


6 - 2 分配格 

在定理 6-1.5 中我们已经证明，在格 〈式 =<> 中的任意元素 
a t b } c , 必有 a\f ( bAc )= 4 r ( ayb ) A (« Vc ) 

和 (o A&) V (o Ac)=^a A (& Vc) 

成立。当上述两个式子中的等号成立的时候，我们就得到一类特 

殊的格。 

定义 6-2.1 设 <A V, A > 是由格 〈為 =<> 所诱导的代数 
系统。如果对任意的％ 6, c ^ A t 满足 

« 八 (&Vc) = 0A 石 ）V 0 八 <?) 

(交运算对于并运箅可分配） 

和 a\f ( bAc )= (®V b ) A(aVc) 

(并运算对于交运箅可分配） 

则称 〈為 是分配格。 
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ftf, A, 



tf 

m 6 - 2,1 


a 



图 6-2,2 


例 i 设弋 呔则 ，⑻， u , n > 是由格 〈少 (幻， 
O 所诱导的代数系统。这个格所对应的哈斯图如图 6-2.1 所 
示 D 

容易验证，对于任意的 A 兑 iie 少(6%有 

pr\ (Q\jR) = (PnQ)u(^r\B) 

PU (Qf\ R) - (PVQ) n (P u 

成立。所以， <^(S) } Q> 是一个分配格。 

例 2 如图 6-2*2 中所汞的两个格都不是分配格。 

这是因为』在图 6-2,2 ⑷中， 6 八 (oV^) -b/\a^b 
而 (6 Ac) V (* /\d) ^e\fe^e 

所以 & A (cV d)=^(b/\c)y {b/\d) 

在图 6-2.2 (6) 中， 

cj\ (b\/ d) ^c/\a^c 

而 (c A &) V ( cA ^) ^ eyd^d 

所以 c /\ (b ^d) (oh b) (c/\d) 

必须指出，在分配格的定义中，必须是对任意的 a , 6, 都 

要满足分配等式，因此，决不能验证格中的某些元素满足分配等式 
就断定该格是分配格。臂如，萑例2中，圉 6 - 2 . 2(6) 所汞的格中， 
尽管有 

d A (b V c) ~d f\a=d^e\i d= (d/\b) V {d Ac) 

^A(cVc?) = &A«? = e^aV^^ : (^Ac)V (6A^) 
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但它不是分配格。 

例2中给出的两个具有五个元素的格是很重要的，丙为有一 
个定理证明了如下的 结论： 一个格是分配格的充要条件是在该格 
中没有任何子格与这两个五元素格中的任一个同构。这个定理的 
钲明已超出了本书的范围 

例3如图中所汞的格中，因为 

<{ a , 6, d r g t e },=<> 是格 c , d , 匕 

3}， O 的子格，而这个子格是与图 
6 _2. 2 ⑻同构的,所队图 6-2.3 所示的格不 d 

是分配格 0 ， 

应该指出，在分配格的定义中，条件还可 
减弱，这就是两个分配等式是等价的。 图 6 ' 2 * 3 

定理如果在一个格中交运算对于并运算可分配，则 
并运算对交运算也一定是可分配的。 反之亦然。 

证明设格中任意元素 He , 如果 

a/\ (h\/c) = (a f\b)\/ (a Ac) 

那么 _ 

(cV b ) h (a V c ) = ((ay b ) A «) V ((« V &) A <?) 

工 oN ((aV 石） /\ e ) 

(( a /\ c ) V (& Ac )) 

OV ( aAc )) V (办八 c ) 

^~-a\/ (b/\o) 

用类似的方法可证，若 

(5 A ^) = (a V ^) A C ^ Vc ) 

则 at 八 = 0 A &) V OAc ) □ 

从例 2 中，我们已经看到一个格不一定是分配格,但是某些格 
一定是分配格，如以下的定理所述。 

定理 6-3.2 每个链是分配格。 

证明设 〈次 是一个链，所以 ，〈次“〉 一定是格。 

对于任意的 a , \ cG 皋只要讨论以下两种可能的 情况： 

n 
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( 1 ) 或 a^c L 

( 2 ) 且 c^a 

对于情况⑴，无论是 b =^ c 还是 c ^ b r 都有 

a/\ (b^c) =a 和 (a/\b) V (« Ac ) 

对于情况 ( 2 ), 总有 

所以 aA ( byc )^ b\/c 

而由 6 < a 和应有 

(a A &) V ( a 八 c ) = 6Ve 

故 aA ( 6Vc ) = (a A &) V ( a 八 c ) 总成立。 

因此， < 2 , 是一个分配格 Q O 

定理 6-2.3 设 〈次 是一个分配格 ，那么 ，对于任意的 
a , \ c £ A t 如果有 

a 八 6=0 八 e ? 和 a'\/ b — a'\/ c 

成立，则必有 & =c 

证明因为 

(a /\b) \/c=(a Ac) Vo = <? 

而 

(a/\b) \/e = (a\/c) A (&V<?) = (aV&) A (6 Vo) 

= b\j (a Ac ) = 6 V (a 八 6 ) = 6 

所以 b-c □ 

定义 6 - 2.2 设是一个格，由它诱导的代数系统为 
< A } V , 八〉 ，如果对于任意的 A 6 , e ^ A , 当 64a 时，有 

ah (& Vc ) = 6 V ( a 八 < J ) 

则称 〈牟 是模格。 

定理 6 - 2 . 4 格<^ 4 >是模格，当且仅当在 A 中不含有适 
合下述条件的元素％ %切 

阳—且 W ^ W t U/\V3 — Vf\W 

证明若 X 中含有满足上述条件的三个元素％ % %因为 

且 

w A (wV u /\{ wyu ) =u 

_ 



(u/\w^/ (v !Kw^\/ 

故有 (u AV A (wV v ) 

所以， a , 不是模格。 

反之，若 <牟 o 不是模格，则有适合 

b^a 且 ftV ( cA ^) - <(^ V ^) A ® 

的 A 6, c D 

令 u ^ 6 V (c A a) ^ « = (6 V c) A ®w = c 

有 

m 八幼 =((A Vc) A «) Ac 

=^7 A((ftVc) Ac) 

— a Ac 


因此 
另外，由于 
故有 
所以 


^ (a Ac) 

u f\w^v /\w 

^ Aw^=Cu/\w 
w Aw 


同理可证 u\J w = v \! w 

由此可见，若 <』，=<> 不是模恪，就一定存在％ % 
使得且 


vV u/\w^=v /\w^ □ 

我们知道,在一般的格中，对于任意的 a , &, c ， 有以下三个式 
子 成立； 

aV (b /\ o) ^ (a\J b) A C«Vc) (1) 

{a A &) V (a/\c) A (fi V c) (2) 

(a t\b)\f (b Ac) V (cAa)=^(aVfi) A Vc) A(cV®) (3) 
定理 6-2,5 对于模格，若有三个元素 a , 匕 c , 使得上述三 
个式子的任何一个式子中把 “4” 换成“=”成立，则另外两个式子 
中把 “4” 换成“=”也必成立。 

证明设 (1) 的等号成立,则由对偶原理 (2) 的等号也戒立。 

又因 
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(®V^) A(^Vo) A (cV^ ((a 八 c) V 石） A(cV«) 

^ ((c\/a) 八 &) V 0 Ac) 

' = (aA &) V (PAc) V (c 八 a) 

即 （ 3) 的等号也成立。 

若 (3) 的等号成立，则有 

aV (6 Ac) (a 八 6) V (c A«) V (& A<?) 

V ((a\f b) A(bVc) A C c V«)) 

=«v {( h \ lc ) 八 （ OV 6) 八 ( c \ fa )) 

八 （aViO A(cVa) 

=(«V 6) A C^Vc) □ 

定理 6-2.6 分配格必定是模格。 

证明设 ◊!, =4> 是一个分配格，对于任意的 ^ b t ceA f ^ 
果则 a 八 6 = 6 。因此， 、 

® A (&Vc) -=(oA^) V A^) V (aAc) □ 

6-2 习 S 

(1) 试举两个含有 6 个元素的格，其中一个是分配格，另一个不是分配 
格 0 

(2) 在图 6-2.4 中给出的几个格，哪个是分 配格？ 



<s> (W <c) 

图 6-2.4 


(3) 证明格 〈乙 max , min ) 是分配格。 

(4) 证明在分配格中> 可把分配式更一般埵写成 

a A (&1 V&2 V … Vk) = (a Ah) V <«A^) V V Ca A & rt ) 
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ay ( f>i A fcs A … A&O ^ (« V A (a V t a ) A A (^ V 

(印设 〈卓 <> 是一个分配格 ， a te 』 且证明 

/( x)-(x v ^} A & 

是一个从 A 到 B 的同态映射。其中 

(6) 试举例说明模格不一定是分配格。 

*(7) 证明： 一个格 <牟 巧是 分配格当且仅当对任意的 H cG 皋有 

(a A f >) V CbAc ) VCf ? Aa ) = (^ V ?>) A C & V ^) A ( cVa ) 

(8> 举出两个含有 6 个元素的格，其中一个是模格，另一个不是模格。 

(9) 证明：一个格是模格当且仅当对于任意的 A ~ c , 有 

a V A V c )) — (^ V &) A (a V 

.、 (10) 设 〈忐=£> 是模格乂，且 a y 分别盖住〜证明盖 

住$和 y 。 ， 

*(11) 设 〈兄 是模格 ， A be 占，作 I -伏 be 沒且 

y={y 汶且 V b } r 则下面的互逆映射 

；r xVb OcGX) 

y — yA 这 

是 X 和 F 之间的同构 fl 


' 有补格 

在介绍有补袼之前,先要介绍有界格。 

定义 H 1 设 <木4> 是一个袼，如果存在元素次对 
于任意的 zeA / 都有 

k 

£F ® 

则称*力格 <2, 的全下界,记格的全下界为0。 

定理 6-3.1 —个格 〈隼 若有全下界，则是唯一的。 

I 

证明用反证法。 

如果有两个全下界0和\ a ， 6€溢且因为《是全下 
界， b^A f 所以同样地，因为&是全下界，所以 

b ^ a 0 


由此可得 a = J , 这与假设相矛盾。 


□ 


定义设 <次 是一个格，如果存在元素对 
于任意的都有 

<C^4rb 

则称&为格〈為=0的全上界。记格的全上界为1。 

定理 M.2 —个格 O 若有全上界，则是唯一的。 

证明与定理心 3.1 的证法相类似。 □ 

例1设有限集合久那么在格 〈夕 ⑽)，口>中，空集含就是 
该格的全下界,集合 S 就是该格的全上界。 

例2在图 6-3.1 所示的格中， A 是全下界， a 是全上界。 

定义 M .3 如杲一个格中存在全下界和全上界，则称该格 
为有界格。 

定理 fS .3 设 〈尤 是一个有界格，则对任意的 aGA , 

必有 

<2 VI 

a\/0^=a « A0=0 

证明因为 aVieA 且1是全上界，所以 aVKl , 又因 
X ^ ayi , 因此， aVl ^ l 。 

因为 ada , a =^ l f 所以又因因此， 

tc 八 1 = 
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= a 和 aA0 = 0 可以类以地进行 证明。 □ 

由0\/0=-0\/0二 ( 1和 £ 7入1 = ：1八《 = «说明0和1分别是关于 
运算 V 和 A 的幺元。另外，0和1分别是关于运算 A 和 V 的 
零元 

定义6_&4设 <式是一个有界格，对于 Z 中的一个元 
素七 如果存在使得 《 V & = 1 和则称元素&是元 
素 a 的补元。 

显然，上述定义中， a 和6是对称的，即如果 a 是6的补元, 

则&也是《的补元，因此，可以说， a 和&这两个元素是互补的。 

必须注意 的是： 对于元素 a €』， 可以存在多个补元，也可以不存 

在补元。 * 

例3在图6-3.2所示的有界格中，因为3抑=1和忒八^0, 

所以， d 和 c 是互补的。但是&是没有补元的。此外， a 和 d 都 

是 e 的补元； c 和 e 都是 d 的补元。 

显然,在有界格中，0是1的唯一补元，1是0的唯一补元。 

定义 6_3.5 在一个有界格中，如果每个元素都至少有一个 

补元素,则称此格为有补格。 

例4图 6-3.3 中给出了一些有补格。 



定理6~3.4在有界分配格中，若有一个元素有补元素，则必 
是唯一的。 

证明设《有两个补元素 * 和匕即有、 
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& V ^ = 1 « A^="0 

a\/c=l a/\c = 0 

由定理 6-2.3 即得 6 = c D 

这就证明了 《 的补元素是唯一的。 □ 

定义 64.6 —个格如果它既是有补格，又是分配格，则称它 
为有补分配格。我们把有补分配格中任一元素 a 的唯一补元记 
为、 


6-3 习題 

(1) 试裉据图 G -3. 4所示的有界格，回答以下问题。 



a ) a 和/的补元素分别是哪些元 素？. 

b ) 该有界格是分配格吗？ 

<0该有界格是有补格吗？ 

(2) 钲明：在有界格中0是1的唯一补元，1 
是0的唯一补元。 

(3> 证明具有两个或更多个元素的格中不存 
在以自身力扑元的元素 & 

(4) 在有界分配格中，证明具有补元的那些元 
素组成一个子格。 

(5) 试证明：具有三个或更多个元素的链不是 


图弯补格，， 

(6) 设 <义是 一 +有界格，对于 L yeA , 证明 

a) 若疋 = 0 贝 

h ) J 5 U _ 


6-4 布尔代数 

—个非空集汉的幂集沙(汉)，£>作为一个格，已经 
在以前的讨论中多次出现。在这一节中，我们引进布尔代数，并将 
证 明:任 何一个有限布尔代数必定与一个格 〈少 消)， o 所诱导 
的代数系统同构。 

定义 6^.1 —个有补分配格称为布尔格 g 
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{% b } 


W 

{&} 


{ a )} 

0 


M 

何 


何 

{&} 




iK 




{ b ] 



&} 



{tJ, {<i r 


门 

0 

{a} 

m 

{a, &} 

0 




0 


0 

M 

0 

W 

何 

0 

0 


{&} 


0 

W 


{^t b} 


定理各4.1对于布尔代 g 中任意闰个元素 A 匕必定有 

⑷ =a 

aVb = aA ^ 
a/\b = aV ^ 

证明由补元的定义可知，《和^是互补的，就是说^的补元 


设 <』.，=<> 是一个布尔格，因为布尔格中的每一个元素《都 
有唯一的补元 I 所以，我们就可以在乂上确定一个一元运算，记 
为使得5为 a 的补元。我们把这个一元运算称为补运算，并 
把 a 和6的并(交）的补记为 

定义 6 H 由布尔格 <2, 式乂可 以诱导一个代数系统 
<^ f V , A ,->, 这个代数系统称为布尔代数。 

例1设沒是一个非空有限集，是一个格，因为 
集合的交(并)对于并(交）是可分配的； <005),0 的全上界是 
S f 全下界是0;对于任一集合氏即任一 穸(的都有一个 
补元素少(汉)，所以 S、 t O 是一个布尔格。由这个 
布尔格所诱导的代数系统<0卩)， u , n ， 〜〉 是一个布尔代 
数。譬如，取 A 则 y ⑻={0, {也 W ，{ a ， b }} f 由格 
<{0, W , W , {«, b}} f 所诱导的代数系统为<{0, {«}，- 
W , { a } b }}, u , n , 其运算如表 M . l 所示。 

表 H.l 

U ? M {6} {«> &} 


， f f f 

^ fofa{a 


}-TrJ 

b Lr & 


Lr ! IT 


是\ 所以 ® =1 由 

(« V V (tt 八 S) 二 ((«V &} V A ((0V6) V ?) 

^ (6 V C « V «)) A (^V (* V ^)) 

= (6 V 1) A (a VI 〕 =1 八 1 = 1 

和 

{ a \{ b 、 t \ ( alS ) = { at \ (^ A ?)) V (6 A (® A ^)) 

了 (( aAa ) A ^) V ((* A ^) Aa ) 

=(0 A &) V ( OA ®) =0V0 = 0 

可知的补元为 sal 因为布尔代数中任一元素的补元是唯 
一的，所以 

(g V = a 八 5" 

同理可知 {a j \ b '卜 I □ 

定义 M .3 具有有限个元素的布尔代数称为有限布尔代 
数。 

定义 M .4 设 <4 V , A ，_> 和 〈足 V ， A ， _> 是两个布 

尔代数，如果存在着乂到刀的双射/,对于任意的％ b £ A t 都有 

f (a\Jb) =/ 0 ) Mf{b) 

= f ( a ) Af ( b ) 

• /® = /0) 

则称 « V , 八， ，和 <矣 V ，八，> 同构。 

对于有限布尔代数，我们将证明以下的 结论： 对于每一正整 
数〜必存在含有 V 个元素的布尔 代数; 反之,任一有限布尔代数， 

它的元素个数必为2的幂次 3 对于元素个数相同的布尔代数都是 
同构的。 

为了证明这些结论,先介绍一些有关概念。 

定义 设 <2, 是一个格，且具有全下界0,如果有 

元素《盖住0,則称元素《为原子。 

很明显，在格中若有原子 a , b ^a + b , 则必有 = 

^ 例 2 在图 6 4.1 所汞的格中，大6都是原子且 = 说 
明原子不是唯一的。1盖住 a , c ; a 盖住 d ; e 盖住0; 6盖住 
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d r e } 这说明一个元素可以盖住多个元素。 

定理设« 是一个具有全下界0的有限格，则 

对于任何一个非零元素 J (即不等于全下 

界0的元素)至少存在一个原子使得 
“6。 

证明如果&本身就是一个原子，那 
么，由就得证。 

如果6不是原子，那么必有 心存在 

使得 

如果^ 是原子，那么，定理得证。否则，必存在 心使得 

由于是一个有下界的有限格，所以通过有限的步骒 
总可找到一个原子屹便得 

^*** 

它是 〈為 中的一条链，其中~是原子，且 n 
上述定理中的不一定是唯一的^如图心4.1中所汞的有 
限格，对 a 有唯一的原子4使对 G 有唯一的原子6便 
e ~< c ； 对&就有两个原子 d 和0，使和 e -<^; 对1同样有两 
个原于 d 和 ~ 使 d ~^ b—X ^^1, e ~ Cb / l 0 

引理 6-4.1 在一个布尔格中，6/^=0当且仅当 &4 c 。 

证明如果&八“0,因 OVc ^ c , 所以 

C&Ac) Vc = c 


根据分配性，就有 - 

(6 V c) A (cVc) =c 


即 

(6 Vc ) 八 1 —c 

所以 

b \ fc^c 

又因 

b ^4, b \/ c 

因此 

b^c 

反之，如果则 

bAc^cAc 
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即 5八 

因此 ft Ac -0 □ 

引理6~4.2设 <4 V , A , _>是一个有限布尔代数，若6 
是4中任意非零元 素』％ 〜办是益中满足 a ^ b 的所有原 
予 ( j ‘ = l , 2, …， A 乂贝! | 

6 = £?i V V * ” V 

证明记 园为 agb Q = l t 2, <* % k) t 
所以 c^K 

进一步证明 &4 C 。 由引理 64.1 可知，只要设法证明&八^ = 

I 

0就可以了。为此，我们用反证法。 

设于是必有一个原子〜使得 
又因 bAc^b 和6 Ac =4 c , 

所以，由传递性可得 

6 和 a^c 

因为《是原于，且满足这=^\所以《必是原子屯，办 ，…， a k 

中的一个，因此 

■ 

而由和便可得 

a^cAc 即 ^^0 

这就与 a 是原子相矛盾。因此，只能有 & A 〗=0。 

最后，由 c =46 和 b 私 便得 

b = c 

即 卜…以 … \/ a 欠 □ 

引理 64.3 设◊!， V ,八，勹是一 个有限 布尔代数, 
b € A , 且 …， a fc 是满足 a^b ( i = l , 2 , ■**, k ) ^ A 

中的所有原子，则& V … V 办是将&表示为原子的并的唯 
—彤式 D 

证明设有另一种表示式如6 … V %, 其中 

叫如是2中的原子。 

因为6是 dj !， a ia ，…，的最小上畀，所以必有 a fl =^ b f 
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*“， 办 而％而， ….是 2 中所有满足 ' 

- (i = l P 2 f k ) 

的不同原子。 

所以必有 Kk 

如果 t < k r 那么在％化 …， 办中必有 Gfo 丑 

<Z|0 ^ <L^i t 

于是，由 

a io A (ct n V ㈣ V … V %*) = 叫 八 V 句 V … V a*) 

便得 

(c/oA^ii) V (^joA^ia) V … V (a^o 八叫 ) 

= (<^io A oj) V C®io A t?s) V *' ‘ V 
(c^io A <^ia) V ■ * * V (fiio A <**) 

这就导致0=叫。的矛盾。 

所以，只能有* = & □ 

引理 &i 4 在一个布尔格 <4 =0中，对豈中的任意一个 

原子 a 和另一个非零元素&, 和〃两式中有且仅有一式 
成立。 

证明由和 就韦 a^b J \ 石士 0, 这就与 a 是原子 
相矛盾。所以，两式不可能同时成立。 

因为 aA&ga, 而《是原子』所以只可能有0八& = 0或者 

a/\b^a 0 

如果 = 即 aA 两=0,于是由引理 64.1 便得 
如果 = 由定理 6-1.6 便得 a#6。 □ 

定理 H.3 (Stone 表示定理）设 <為 V ， A ， - >是由有限 

布尔格 a ， 所诱导的一个有限布尔代数^是布尔格« O 
中的所有原子的集合，贝！] <4 V ,八， -> 和〈沪⑼ )， U , 1〜> 
同构。 

证明前已证明，对于任何一个非零元素必有 a 的一 
种唯一表示形式 

| 

Ct — 0 货 \/ •’ m \/ Qjg 
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其中叫2,…，幻是所有满足条件的原子的全体。如 
果记况={% %…，山并作映射 

J (^) = 6^i 

那么,这个映射/是一个从4到 少⑻ 的一个双射，这是因为 
(1) 特别地，对于 0G 规定/⑼ =0 。 

⑶如果私={%办 ，…， a k } £零), 而有 a , l £ A f 使得 
/(«) = fQ >) 则 a = ai \! a )\! … \ fa ^ = b t 所以 jf 是从 i 到 
轉、 的入射。 ’ 

⑻对于任一个沙⑽乂若汉 ={ 扎％…， a 山则由 
于运算V的封闭性，所以 

tzi V «&V … V 办 = ® J 

p 

这就说明 ^( S ) 中任一元素，必是4中某个元素的象,所以/是从 
2到.夕 0S) 的满射。 

进一步证明« v, A, ，和 〈夕 (的， u, ri, 〜〉 是同构 
的。这就要求 证明： 

若 a &e 次 j ( a ) = s u /(&) = s Si s ^ } 札 e 少 os) 则 
1. f(aAb) =j{a) fl/(6) 

2- f(a\fb)=J(a) U/(i) 

3. /© 

现分别证明 如下： 

1. 设若$€ 私，则® 必是满足的原 
子，因为 a /\^<0和所以且 a;<&, 可推得 

且无即这就证明了 

反之，若 m ^ StKxeS ^ 所以3是满足 Ma 

和的原子^由此可推得$是_足的原子，所以 

| 

这就证明了私 n 私 
综上所述， 就有& 也，即 

/ 0 八 &) n/(6) 

2. ^/(aV6)=^, 识 !]* 是满足 的原子, 
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鄞么必有或这是 因力： 

若且则由引理 6-4.4 可知必有0：=^且所 
以， a ^ aj \^^^ Vb 0 再由条件 a =^ V 6, 便得 

^=4> (a V &) 八 （® V 办 ） = 0， 

这与 a 是原子相矛盾。 

因此，若3^«则 <在或者若;则 所以 

这就证明了私 E 軋 U 氏。 

反之，若‘ 则或托礼如果采€氏则 

^■^u-^ayb 

所以疋€爲。同理，如果托&则可推得$€心可见 

8i\JS^S 9 

因此，凡=& U & 即 / (a V &) 。/⑷ V / W 。 

3 -最后证明/巧）= W 。 将况看作全集，令 m 

/(^^ S - St ^ S - fia ) t 可以证明当且仅当这是 
因为，如果必有那么由引理64冼必有反 
之，如果原子®满足则必有所以</®。 

还可以证明，对于原子 A 当且仅当怎硭/⑷，这是因丸 

P 

若洛笔这而忠 €/( a ) 将导致的矛盾,所以疋孕/(«) 0 反之，若 
疋孕/⑹而也将导致 </( a ) 的矛盾, m ^<^ a 0 

另外，容易证明，⑷当且仅当所以，对于原子 

^怎 e /® 当且仅当因此， /( a ) =说。 

这就证明了 a , v , 八，_>和<$(奶， u , 门，~>是同构 
的,其中 s 是布尔格 <牟 <> 中所有原子所组成的集合。 □ 

由定理 6-4.3 可以有以下的推论。 

推论各4.1有限布尔格的元素个数必定等于 2 %其中》是 
该布尔格中所有原子的个数。 

推论 M .2 任何一个具有 2 "个元素的有限布尔代 数都是 
同构的。 
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6 -1 习翹 


<1)证明在布尔代数中，有 『 

a V (jcc Ah ') h 

a A (5 \fb 、 =a/\b 

(2) 设 v, a , ，是一个布尔代数 ， a 证明当且仅 

当 

(3) 设 <2, V, A，_〉 是一个布尔代数，如果在乂上定义二元运算㊉ 

力： 

、 a© & = (a A V (5 A 

证明 d ®> 是一个阿贝尔群。 

(4) 设〈4, V , A ,-> 是一个布尔代数，如果在2上定义二元运算+, 


•九 


a+6=(a aE) V (3 A 

a*b=a /\b 


证明（也 0 是以 1 沟幺元的环 a 

(5) 对于題(4>中的二元运箅+和.，证明 

a) (a + 6)-h& = a 

b) (6 (a*b) + (^*o) 

c) a+a=0 

d) a+O—a 

e) a + l—a 

(6) 设兀={1, 2, 5, 10, 11, 21 55, 110} 是 110 的所有整因子的集 
合, 证明： 具有全上界 U0 和全下界1的代数系统 LCM, GCD^> 是一 
个布尔代数，这里，对于任意的 aeK, ^=110A & 

(7) 设 〈圪 V, U, n,_> 是两个布尔代数，并设/是从 

K 到 L 的同态 ，即 对于任意的有 

试 证明： 

/(0,) =0, 

/(l.) - 

这里， cw 和： u, 1: 分别是相应的布尔代数中的全下界和全上界。 

(S) 设 1S 和 24 的整因子集合分别力取={1，2, 3』七6, 12f 和 
心 ={1，2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}, 试问 <仏 LCM, GCD ,'> 和 { K 2 , liCM^ 

GCD/> 是布尔代数吗？ 

s 
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(9> 设〜 & ^ ~都是市尔代数 〈土 V , A ,-> 的原子，那么, 
h V … V £>—) 当且仅当存在着使得 
(10) 设 b u D r 是有叚布尔代数 〈為 V ， A , _>中的所有原子， 
那么当且仅当对每一个 i 都有 yA \=0, 这里， l < i ^ r 0 


6-5 布尔表达式 

设01， V ， A , ，是一个布尔代数，现考虑一个从#到2 
的函数 o 

例1设」={0, 1}，那么表 6-5.1 表示了一个从』 3 到2的 
函数/;设 B ={0 , H 3}, 那么表 64.2 表示了一个 从炉到 5 
的函数.9。 

以上这种表示函数的方法通常称为列表法。 

下面，我们试图用别的方法来描述函数，使之具有紧凑的形 
式。 

定义 M .1 设 V , A , ，是一个布尔代数，并在这个 
布尔代数上定义布尔表达式 如下： 

1 . 2中任何元素是一个布尔表达式。 

2 - 任何变元是一个布尔表达式。 

3. 如果九和％是布尔表达式，那么，匕，（^▽“和^八办） 

■ 

也都是布尔表达式 O 


表 fi - B.i 



/ 

<0> 

0, 

0> 

0 

(0, 

0, 

1> 1 

• 

0 

<0, 

1, 

0> 

1 

• 

• 

(0, 

1， 

1> 

0 

— 

<1, 

0, 

0> 

1 


0, 

1> 

1 

<1, 


0> 

0 

a, 

I, 

1> 

• 

1 

1 
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表 6^6.3 



9 

<0, 0>- ^ 

1 

<0, 1> 

0 

: 

<0 r 2> 

0 

<0, 3> L 

3 

<1, o> 

1 

<1> 1> 

1 

<1， 2> i 

0 

<1, 3> 

3 

<2， 0> 

• 

2 

<2, 1> 

0 

1 

<2, 2> 

1 

<2, 3> 

1 

| 

(3, 0) 

! ' 5 

<3, 1} 

0 

<3， 2) 

2 

<3, 3> 

2 


1只有通过有限次运用规则2和3所构造的符号串是布尔 
表达式。 

例 2 设 <{0, 1, 2, 3}, V , 八 ，，是一个布尔代数，那么， 
0 八巧」 (1 V ^i) A ^ ((2V3) A C^i V%) ) A(ah 八 ® 3 ) 都是布尔表 
达式，弁 i 分别称为含有单个变元屯的布尔表达式，含有两个变 
-元〜叫的布尔表达式和含有三个变元屯，咚，％的布尔表达式。 

定义心乃戈一个含有 ?1 个相异变元的布尔表达式，称为含 
有 n 元的布尔表达式。记为苫(巧，％ ％),其中％,而， 

…，私为变元。 

定义 0 h 6.8 布尔代数 <2, V， A， ，上的一个含有 n 元的 
布尔表达式五(巧，為％)的值 是指： 将2中的元素作为变元 
吟 (i=l, 2, n) 的值来代替表达式中相应的变元（即对变元賦 
值 乂从而 计算出表达式的值。 

例3设布尔代数<{0, 1}, V, A， ，上的布尔表达式为 

^ = (a>i V Xs) A A C^a V x z ) 
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如果变元的一组陚值为4=1，吻=0,兩=1，那么便可求得 

1)-(1V0) A(IVO) A (Wl)=lAlA0^0 


定义 6-5.4 设布尔代数 <2, V ，上两个你元的布尔 
表达式为私(而，％知）和五％)，如果对于 W 个 


变元的任意賦值科时均有 


- fi?l (? l J 




* ## 


J 


^ t ») = aH 




则称这两个布尔表达式是等价的。记作 


Ki 而) 办, …， 私) 

例4在布尔代数<{0, 1}， V ， A , 今上的两个布尔表达式 

％ 缶 3) = (^1 A V (>1 八王 3) 

和 ’ 见 0^ 仏而 ） A C^V^a) 

容易验证，它们是等价的。 替如： 

J^i(0, lj 1) = (0 八 1) V (0 AO) =0V 0 = 0 

1 風 (0, 1, 1) = 0 A (1 V 0) =0 A 1=0 


等等。 


|^(1, 1, 1) ^ (1 Al) V (1 A 0) -1 V 0 = 1 
1 風 d 1, 1) = 1A (1V 0) =1 八 1=1 


事实上，由于布尔代数是有补分配格，所以当我们对布尔表达 
式賦值后，表达式中运算 V 对于运算 A 是可分配的，运算八对 
于运算 V 也是可分配的。因此，如果将布尔表达式中的变元看作 
是已经陚值的,那么』上例中的丑 i 和風的等价性可以直接写为 

丑吻 ,=% A Oa V 叼)=(而 A^) V (^% A^s) 

对于布尔代数 〈為 V , A , ，上的任何一个布尔表达式, 
丑0^ ^…，％)。由于运算 V , A , • 在鲨上的封闭性』所以对 
于任何一个有序 w 元组 <呀，勿，可以对应着一个 
表迖式五(％办％)的值:这个值必属于乂。由此可见，我们 
可以说忝尔表达式丑吻，…，％)确定了一个由』■到』的函 
数。 


容易验证，在东尔代数<{0, 1}, V ， A , _>上的布尔表达式 


* 263 _ 



B ( ayL f ^ a ; 3 ) ^ ( x ± A Y ( a ^ A ^ a ) V (而 八勿） 

定义了表 6-5.1 中的从 {0, I } 3 到 {0: 1} 的函数。 

然而，是否任意一 个从# 到乂的函数都一定能列出一个在 
< A , V , A , ，上的布尔表迖式呢？这个间题的回答将是否定 
的。 

定义 . H 5 设« V , A ，， 是一个布尔代数，一个从 

到2的函数，如果它能够用 <2, V , A , _>上的《元布尔表达 

式来表示,那么，这个函数就称为布尔函数。 

定理 6-5.1 对于两个元素的布尔代数<{0, 1}, V , A , 

任何一个从 {0, l } fl 到{0, 1} 的函数都是布尔函数 D 

' 证明含有《个变元勿，听，％的布尔表达式，如果它有 

形式 h 八 SaA …/其中 &是 而或云中的任一个，则我们称这 

个布尔表达式为小项。一个在<{0, 1}, A ， V ，，上的布尔表达 

■ 

式，如果它能表示成小项的并，则我们就_这个布尔表达式为析取 
范式。对于一个从 {0, 1}* 到 {0, 1} 的函数，先用那些使函数值 

为1的有序《元组分别构造小项& A A …其中 


- 若抑元组中第 i 个分量为1 

若《元组中第 < 个分量为0 

然后，再由这些小项所组成析取范式,它就是原来函数所对应的布 
尔表达式 a □ 


例5讨论表 64.3 所给的函数/的析取范式和合取范式。 


因为函数值为1所对应的有序三元组分别为 <0, 0, 0>， 


<0, 1， 0> 和<1， 1， 1 >, 于是可分别构造小项为％八 

王 i /\ 办和勿八吻六叫。因此，函数/所对应的析取范式为 

(^ 1 A^a) V A^a) V (a^A^ A« 3 ) 


它是一个含有三个小项的析取范式的布尔表达式 


类似地，含有抑个变元〜％…，叫的布尔表达式，如杲它 
有形式 JtV & V … vk ， 其中 L 是勾或 i 中的任一个，则我们称 


这个布尔表达式为大项。一个在<{0 3 1}, V ， -> 上的布尔表 
迖式，如杲它能表示成大项的交，则我们就称这个布尔表达式为合 


* 264 * 



表 0-6.3 

s 



/ 


0, 

0> 

' 1 

<0, 

0, 

1> 

0 

1 

<0, 

1 


0> 

• 

1 

<0, 


1> 

0 

<1, 

0, 

0> 

1 

0 

<1, 

0, 

1> 

0 

<1， 


0> 

0 

<1, 

1, 

1> 

1 


瑕范式。那么，对于一个从 {0,1} B 到{0, 1} 的函数，我们可以用 
那些使函数值力0的有序 ™ 元组分别构造大项 


其中 

« \ x i} 若 n 元组中第 i 个分量为0 

若《元组中第 i 个分量为1 

那么，由这些大项所组成的合取范式,就是原来函数所对应的布尔 
表述式。 

因此，对于表 e ^ 5 . 3 中的函数如果用合取范式来表示，就 
应该是 _ 

(iti v V ^ 3 ) A (£(a V Sa V A ( a；i V V ^ 3 ) 

A (^iV^aV^a) A (Si V & V 吻） 

它是一个含有五个大项的合取范式 P 

正因为任何一个从 {0, 1} B 到 {0, 1} 的函数，它的函数值只 
可能是1或0,因此，总可以用上述方法得到该函数所对应的析取 

范式、合取范式。 

下面，我们将茚尔代数<{0, 1}, V, A ,-> 上的茚尔表达式 
的析取范式和合取范式的概念扩充到一般的布尔代数上。假如 

x, t 屯)是布尔代数 V , /\ ，一〉 上的一个布尔表速 

式。如果这个布尔表达式能_表示成彩如 

A^i A -* A^ n 

的并，其中 A 咖+ 是』中的一个元素， i 是勿或匕中任一个，则 
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称这种布尔表达式为析取范 式。 

定理 16.3 设苫( X以…，而)是布尔代数 〈浼 V, A， 一> 

上的任意一个布尔表达式，则它一定能写成析取范式。 

证明 令 (A = U) = 迟 (別，叼，…， a ^-1, a } Xnu "% 

表达式五‘ ％， …， %)的长度定义为该表达式中出现 
的X的元素个数、变元的个数以及V，八，_的个数的总和（如果 
重复出现就要重复计数)。记五 (& ，办 ，…， ％)的长度为 |^ fo 
首先证明：对于任何％必有 

B(x^ xs f = (tj A-E? (®i =0)) V A 芯 （a^l)) 

对 I 丑 1 用归纳证明 Q 

若1芯 I =1,则五二 a 或苫=〜如果 = h 则有 ' 

M (o^ = 0) (iCi [ 1) = a 

所以 E=^a= (^ Va ：0 Aa^C^iAa) V A a ) 

=( a ：* A ( a：f = 0) ) V AC^i = 1)) 

如果显然有芯 (®i = 0) =0, ( a ^ = 1) = 1, 所以 

B = x f = (xi A 0) V (而八 1) 

— (x{ A J? {xi = 0)) V (而 A 忍 = 1)) 

如果 j 料， 显然有 E(Xi = Q) =E(mi=l) =而，所以 

■ 

^7 ^ iBj = {Xi v £Ci) A a；i - (x t A V (^< A®/) 

= A -^(^ = 0)) V {xi/\B{xi ^1)) 

因此， \E\^im f 五 =( 石八五(的 = 0 ))V (均 八苫㈤ = 1)) 成立。 

设时，结论成立。当 |五卜《+1 时，有以下三种情况 ： 
1. 如果芯=風\/風 i , 则必有[尾！套\ 1馬 | 专《,因此由归 
纳假设，就有 

| 

(而八風(吻= 0)) V (cct A^i(^ = l)) 

^2 = (^i A (^i = 0) ) V (内 A 丑 a (叫 a 1)) 

■ 、 

所以 ^ = _£?x V= [(a：i A-£?i(^( —0)) V = 1))] 

V — 0) ) V C^i A -^a (iPi — 1))3 

= A (五 1 ( 而 = 0) v 風（吩 二 o ))] 
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V [勾 A (Et(coi = l) y ESi 
^ =0) ) V A -E = 1)) 

2. 娜 则必有 I 及 I 芸' I 尽 I 客％同样由归 
纳假设，就有 

_fi? = 八丑 a = [ 〔而八五1 (*‘ = 0) ) V (勾八 丑1 ( 吻 = 1))] 

A [ (^i A J^a (®* = 0) ) V A (j^i = 1))] 

= [(^tA-EiC^^O)) A (iiAE 2 (itf = 0))2 

V [ A (^» =1) ) A A (a^ = 0))] 

V [A= 0)) /\{x i /\E s {x i = l))'\ 

V [(取 A 丑 i( 而 =1)) A 0*A 芯 afe = l))] 

=[a；( A C^?i (^i = 0) A 爲 (^=0))] 

V [«£ A (^i(i»i = 1) A-EaC^i = l))] 

= =^0)) V ( 吻八丑 ( 叫 = 1)) 

3. 如果茗 ，则必有 1^」=^由归纳假设 ，即有 

= (xi A Sl± {<x>i = 0) ) V (疋 ‘ A^i(^ = l)) 

匕 TSA-Si( o ： i-0)) A (呀八五 1( 叫 =1)) 

^(w t \/ E ± (xi ^0)) A V = 1)) 

^ [(a^V^i(aj|=0)) A^t] 

V [ (xi V {a>i = 0)) A^?i(a；i = l)] 

= [(吩八云) V (.Si (xi = 0) Ax t )J 

VK^A-EiC^-l)) V(^i(ar t -0) A^i(^ = l))] 

-=(ii 八五(抑 = 0)) V 

V [ &t v a>i) A (E(cc f = 0) 八瓦(私=1))] 

-=(a;* A -E(^i = 0)) V A^(^i="l)) 

V (ii h^(pi^ 0) A 瓦（妁 =1)) 

V (^* A^= 0) A^ (^i = 1)) 

= C(^A^fe = 0)) A(lV^fe-l))] 

V [(^ A^ = 1)) A (IV ^(®( = 0))] 

= (r t hE(x t ^Q)) V (叫八五（而 = 1)) 


由上面证明的结果 
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五 fet , 吻， . ，％ O = 八 (A = 0) ) V (Xi 八五 Od )) 

可得 

五 ( A , 吩 ，… ，O = ( iiA 五 (0， 吻，…』 it ,)) 

V (%A^(1, ^ } *■% a; n )) 

= feA [(%A 五 (0, 0, … ， a?„>) 

V ( 吻八五 （ 0, 1 ，巧 ，…，^))]} 

V {^i A [(^a A-E(1, 0^ ***, x n )) 

V (a^ A^?(l, 1, ■**, ^,))]> 

= A^a A - fi ? ( o , o , Xs } —, aO ] 

V SiA^aA^CO, 1, a?s, — ^ a:„)] 

V L{CiAx s /\E(l t 0, a：^ -■*, x n )2 

V [^lA^aA-SCl^ 1, ^ -s 


= feA ^ aA *- A ^ n A ^(0, 0, 0)] 

、 V [ A 八 & 八 … 八 $„_i A *„ 

八观0，"、0, 1)] 

V … V L 办八兩八…八 A _ iA 5 n 
八五 (1, 1,…，： L , 0)] 

VO ^ A 吻八… A 如八五 （1, 1』…， 1)] 

其中每一个方括号里的布尔表达式可以写成统一形式 

八办 八幻八…八〜 

而 O b ^ n ^ A } L 是叫或石中的一个。 □ 

类似地，我们可以通过证明 

丑（听，仏…，％) = ( 出 i V 五(而 = 0)) 八（云 V 五(的 = 1)) 

来证明任何布尔表达式能够写成形如 

V 办 V 办 V … V 怎《 

的交，其中為 L 表示听或云中的一■个。即表示成合取 
范式，这里就不再赘述了。 

例表& "5.2 中所确定的从矽到 B 的函数&其中 
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B={0, 1,2,3} 


证明 3 不是布尔函数。 

证明用反证法。 

如果是布尔函数，那么它的布尔表达式必可表示成析取范 式为： 

抑 1, 吻） = (C tt A 叼 A 吻 ）V (Cia A 斯 / 

V (C^i A A V (0^2 A ii A 

从表匕 5 J 可知 

Cii — g (lj 1〉 = 1 

^12 — 0 ) —1 

Csi—1) ™0 

0) ~1 

所以 

?Ol，^2) = C^l A^a) 

V (^1A is) V 1A 5 2 ) 

对于布尔格 〈机: L 2 j}, O 可用图 6^5.1 的哈斯图来表示* 

由图心 5.1 可知 

g { 3 , 3)-(3A3>V(3A2) V(2A2) 

— 3 V 0 V 2 = 1 

这就与表卜5.3中的〆3, 3) =2 相矛齓 所以表 6-6. 2中的函数不是 
布尔函数 O 

f 为布尔代数的直接应用，我们可以确认： 

命题逻辑可以用帘尔代数 aF，m a ,-> 来描述，一个 
原子命题就是一个变元,它的取值为 T^F t 因此,任一复合命题 
都可以用代数系统 <{y, 27, v. A, _>上的一个布尔函数来表 
承 o 

.开关代数可以用布尔代数 <{ 断开、闭合 h 并联，串联， 反向〉 

来描述, 一个开关就是一个变元，它的取值为“断开”或“闭合'因 

■ 

此，任一开关线路都可以用代数系统 <{ 断开，闭合 h 并联，串联, 
反向 > 上的一个茚尔函数来表示。 



6 - 5 习题 

(1〉设 E A VC ^ A ^ b ) V A 是布尔代数 

({0 , 1} , V , A , _>上的一个布尔表达式。试写出丑的析取范 

* 269 * 










式和合取范式 3 

⑶设忍 ( 而，吻，怎 3 ， a ： *) ^ (^1AAia) V (^A^Aa?*) V (^s A^a A^*) 

是布尔代数 <{0, IK V , A , _> 上的一个布尔表达式。试写出五（私而， 
吻，叫)的析取范式和合取范式。 

(3) 对于表 6-5.4 中的函数/,试分别用析取范式和合取范式来表示。 


表 6-6.4 



f 

<0, 

0, 

0> 

1 

<0, 

0, 

1 > 

0 


l p 

0> 

1 

<0_ 

n 

1 > 

0 

<1_ 

0, 

0> 

0 

a 

0, 

1> 

1 

a 

1, 

0> 

0 

<i. 

1， 

1 > 

1 
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第四篇图 论 


图论是逬年来发展迅速而又应用广泛的一门新兴学科。它最 
早起源于一些数学游戏的难题研究，如1736年欧拉 （ L . Euler ) 所 

解决的哥尼斯堡 ( S ^ niggkrg ) 七桥问题，以及在民间广泛流传的 
—些游戏难题，如迷宫问题，匿门博奕问题，棋盘上马的行走路线 
问题等。这些古老的港题，当时吸引了很多学者的注意，在这些问 
题研究的基础上又继续提出了著名的四色猜想，汉密尔顿（环游世 
界）数学难题。 

1847年，克希霍夫 （ KirclihofO 用图论分析电路网络，这是图 
讼最早应用于工程科学，以后随着科学的发展』圄论在解决运筹 
学，网络理论，信崽论，控制论，博奕论以及计算机科学等各个颔域 
的问题时，显芣出越来越大的效果。图论在各种物理学科，工程领 
域，社会科学和经济问题的广泛应用，使它受到数学和工程界的特 
别重视。对于这样一门应用广泛的学科，其包含的内容当然是浩 
激如海，我们这里只准备介绍一些基本概念和定理，以及一些典型 
的应用实例，&的是在今后对计算机有关学科的学习研究时，可以 
图论的碁本知识作为工具 • 
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第七章图论 

I 

7-1 图的基本槪念 


现实世界中许多状态是由图形来描述的。一个图是由一些结 
点和连接两个结点之间的连线所组成，至于连线的长度及结点的 





® 7-1.r ' 

位置是无关紧要的。如图 T -1.10) 和 (6) 表承了同一个图形。 
定兴 7-1.1 —个图是一个三元组 < F ( G ), E ( Gf ) t 种>，其中 
是一个非空的结点集合，无 ( G ) 是边集合，种是从边集合无 
到结点无序偶(有序偶）集合上的函数 C 


例1 
其中 


G -< V ( Gf ), 龙 ( GO , 卿> 






办} 


g^M = - ( a , c ), 9 o ( e ^)^( b , d ), 种 (〜）=-( 乂 c ), 

你 (O —( 毛 c ), 抑(办 ） = ( a , 幻。 

个图可用一个图形表汞，例1可表汞为图或 (&) fl 


若把图中的边&看作总是与两个结点关联，那么一个图亦可 
简记为於,其中 F 是非空结点集, E 是连接结点的边集。 


若达内与结点无序偶 OyO 相关联，则称该边为无向迪。 
若边4与结点有序偶<% 外〉 相关联，则称该边为有向边。 
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其中％称为《的起始结 点；％ 称为 ei 的终止结点。 

每一条边都是无向边的图称无向图，如图 7-1.2( a ) 所示。 
每一条边都是有向边的图称有向图，如图 7-1.20) 所汞。 
如果在图中一些边是有向边，另一些边是无向边，则称这个图 
是混合图，如图 7- l . 2 ( C ) 所示。这些图可分别表示为： 

<{vi, v &f v i} v c }, {Oh 

(%，％), 03^4) ， （％ v *)}> 

<?'=<「， 及〉 =<« Os , 必， 

« O, « O, « 4?2>» 

<?" - <F ,J , ^? f, > = <{< ^ ^ <} t {«<),«<), 

« ^> t 必}> 

今后我们只讨论有向图和无向图。 

在一个图中,若两个结点由 一 条有向边或一条无向边关联，则 
这两个结点称为是邻接点。 

在一个图中不与任何结点相邻接的结点,称为孤立结点,如图 
7-1.20) 中的结点％。仅由孤立结点组成的图称为零图，仅由一 
个孤立结点构成的图称为平凡图。 

类似于邻接点的概念/关联于同一结点的两条边称为邻接边。 
关联于同一结点的一条边称为自回路或环。如图 7-1,3 中 ( c , c ) 
是环。环的方向是没有意义的，它既可作为有向边，也可作无向 

边0 



图 7-1- 3 


图 7-1 -4 


定义 7-1.2 在图中,与结点关联的边 

数,称作是该结点的度数，记作 deg 以)。 

例如在图 7-IL4 中，结点 i 的度数为2,结点 B 的度数力3, 
我们 约定： 每个环在其对应结点上度数増加2。故图 7-1.4 中结 
点$的度数为 t 

此外，我们记」（沒 ）= nmaegW0er((?)}, 5((?)- 
mmideg ^ veViO )}, 分别称为 = 丑〉 的最大度和最小 
度。如图 7-1.4 中 A ( G ) -6, 3((?〕=2 0 

定理 7-1.1 每个图中，结点度数的总和等于边数的两倍。 

2 deg » 2 1 E | 

v€V 

证明因为每条边必关联两个结点，而一条边给于关联的每 
个结点的度数为1。因此在一个图中，结点度数的总和等于边数 
的两倍。 口 

定理 m 在任何图中，度数为奇数的结点必定是偶数个。 
证明设^^和厂^分別是<?中奇数度数和偶数度数的结点 


集，则由定理 1 T -1. J 。 有 

degO) 








2 deg 0)-2| 五 I 


由于2 deg (>) 是偶数之和，必为偶数，而2|芯 | 是偶数，故得 


S d 嘴 ( v ) 是偶数，即 | Fi | 是偶数 & □ 

vTvl 


定义 7-1.3 在有向图中，射入一个结点的边数称为该结点 


的入度，由一个结点射出的边数称力该结点的出度。结点的出度 



与入度之和就是该结点的度 数， 

定理 7-1.3 在任何有向图中，所有结点的入度之和等于所 
有结点的出度之和。 

证明因为每一条有向边必对应一个入度和一个出度，若一 
个结点具有一个入度或出度，则必关联一条有向边，所以，有向图 
中各结点入度之和等于边数，各结点出度之和也等于边数，因此, 
任何有向图中，入度之和等于出度之和。 □ 

在上面所讲图的概念中，一个结点的度数可能大于急但是任 
何一对结点同常常不多于一条边。我们把连接于同一对结点间的 
多条边称力是平行的。 

定义 7-1.4 含有平行边的任何一个图称为多重图。 

例如图 7-1.5 所东的均为多重图。在图7- 1.5 ⑷ 中结点《 
和占之间有两条平行边，结点&和 c 之间有三条平行边，在结点 
&有两个平行的环。结点0的度数力3,结点0的度数为4,结点 
b 的度数为 L 在图 7 - 1 ‘ 5 ( b ) 中，只有结点化和如之间有两条平 
行边。这是因力该有向图中，<办，灿> 与认为是不同的 
结点对。 



ftf) ⑻ 

图 7-1.5 


今后我们把不含有平行边和环的图称作简单图。 

定义 7-1.5 简单图 中，若每一对结点间都有边 

相连,则称该图为完全图。 

有 n 个结点的无向完全图记作 K no ^ 

I 

定理 7-1.4 n 个结点的无向完全图^的边数为备 
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证明在尤*中，任意两点间都有边相连， n 个结点中任取两 
点的组合数为： 

依 L 的迫数为 

' |J^[ =l_n(«-l) n 

如果在中，对每条边任意确定一个方向，就称该图为《个 

结点的有向完全图。显然,它的边数也为 

给定任意一个含有 n 个结点的图 A 总可以把它补成一个具 
有同样结点的完全图 I 方法是把那些没有'联上的边添加上去。 

定义7- 1-6 给定一个图卩，由<?中所有结点和所有能使卩 
成为完全图的添加边组成 f 图，称为 G 的相对于完全图的补图， 
或简称为<?的补图，记作 

如图 7-1.6 中 ( a ) 和 (6) 互为补图。 . 



<4J) (W 

.图 7-1.6 


定义 m nmo ^< v , Ey , 如果有图 〈厂，及 〉， n 




淤 = 及 V ^ V } 则称 G f 负 G 的子图。 

如图 7-1 义 中 0) 和00都是 (《) 的子图。 

如果 G 的子图包含卩的所有结点，则称该子图为的生成 
子图。如图 7-1.S 中7和 (?〃 都是 (？ 的生戚子图 & 

<?* GI 

K?1 1 ~~ ! N/1 

.^Nl I IZSJ 

(^> < c } 

图 7 - 1-8 

定义7 - 1.8 设0^<广，，> 是图 = ，瓦〉 的子图，若 

■ 

给定另外一个图 五〃〉 倥得瓦〃=五 -及， 且 r " 中仅 
包含，的边所关联的结点。则称 w 是子图的相对于图沒 
的补图。 

例如图 7-1.7 中图 ( c ) 是图 （&) 相对于图 ( a ) 的补图。而图 （ fc ) 

不是图 ( c ) 相对于图 ( a ) 的补图，因为图 (&) 中有结点<?。 

在上面一些图的基本概念中，一个图由一个图形表承，由于图 

形的结点位置和连线长度都可任意选择，故一个图的图形表示并 

不是唯一的。下面我们讨论图的同构的概念。 

定义 7-1.9 设图 五〉 及图及乂如果存 

在一—对应的映射仍叫〜 w 且8= (% %)(或 <x o 是<?的一 
条边，当且仅当/ = 分(以） （ 或穿(叫)>) 是沒 '的― 
条边，则称沒与 <?' 同构,记作沒20。 

从这个定义可以看到，若 任与穿 同构，它的充要条 件是： 两 

个图的结点和边分别存在着——对应，且保持关联关系 j 例如图 
7-1.9 中， （a) 与 (6) 是同构的， （c) 与 (d) 也是同构的。 

从图 7-1. 9的 (c) 与 (d) 中可以看到此两图在结点间存在着一 
一対应映射 A g ( d )= u 3 , 且有: 

c> J { a J b }, <fcj (i> i <(?, 办 分别与 〈㈣ O , <«i，O , 
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图 7 - 1.9 


分析本例还可以知道,此两图的结点度数也分别对应相等，如 
表 M . i 所示。 


表 7-1,1 


■ 

■ 

团 


■ 

H 

■ 

m 


■ 


B 

■ 

固 

B 

H 

國 

B 

出度 

1 

■ 

■ 

■ 

■ 

1 

出度 

■ 

H 

H 

■ 

人度 

小 

1 

2 入度 

1 

1 

1 2 
! 

0 

a 


综上所述/可以得到两图同构的一些必要条件* 

1. 结点数目 相同； 

2. 边数 相等； 

&度数相同的结点数目相等。 
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需要指出的是这几个条件不是两个图同构的充分条件，例如 
图 7-1.10 中⑷和 (&) 满足上述三个条件，但此两个图并不 同构， 



(d> <») 

图 7- X .10 


7-1 习题 

(1) 证明在仨何有 向完全 图中，所有结点入度的平方之和等于所有结点 
的出度平方之和。 

(2) 写出图 7-1.11 相对于完全图的补图。 

(3> 证明图 7-1.13 中两个图不同构。 

(4) 证明图 7-1.13 中两个图是同构的。 



a ) 试给出…个五个结点的自补 图。 

b) 是否有三个结点或六个结点的自补图。 

c) 一个图是自补图,其討应的完全图的边数必为偶数。 
(6) 证明筒单图的最大度小于结 点数。 



在现实世界中，常常要考虑这样的 问题： 如何从一个图中 

的给定结点扭发，沿着一些边连续移动而到迖另_指定结点，这神 

■ 

依次由点和边组成的序列，就彤成了路的槪念。 

定义 7 - 2.1 给定图卩= <厂五>/设％ % i ^ V } e ±r 

% e n eE f 其中内是关联于结点%的边，交替序列 

办…称为联结為到 A 的路。 

你和％ 分称作路的起点和终点，边的数目抑称作路的长 
度。当％ = % 这条路称作回路。 

若一条路中所有的边 仏化… ，〜均不相同，称作迹。若一 
条路中所有的结点叫，％均不相同，则称作通路。闭的通 
路，即除 叫外, 其余的结点均不相同的路,就称作圈。 

例如在图 7 - 2.1 中有： 

通路： 

圈： ^^ eaV ^ V^Va 
在简单图中一条路 

由它的结点序列％ h 确定，所以简 
单图的路，可由其结点序列表示。在有 
向图中，结点数大于一的一条路亦可由 
边序列表沄。 

定理 7 - 2.1 在一个具有 n 个结点 

的图中 ，如 果从结点％到结点％存在一条路，则从结点％到结点 
v k 必存在一条不多于？ i — l 条边的路 p 

■ 

I 
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证明如果从结点灼到结点 叫存在 一条路，该路上的结点序 
列是％…如果在这条路中有 I 条边,则序列中必有1+1个 
结点，若则必有结点心它在序列中不止一次出现，即 
必有结点序列 WWW % 在路中去掉从％到％的这些边, 
仍是 叫到叫 的一条路，但此路比原来的路边数要少，如此重复进 
行 r 去,必可得到一条从％到 叫的 不多于 n - 1 条边的游。 口 

推论在一个具有》个结点的 、中， 若从结点叫到 叫存在 
一条路，则必存在一条从％到％而边数小于 n 的通路。’ 

定义 7-2.2 在无向图中，结点 m 和《之间若存在一条路 f 

则称结点《和结点 u 是连通的。 

不难证明，结点之间连逋辉是结点集 F 上的等价关系，因此对 
应这个等价关系，必可对结点集 F 作出一个划分，把产分成非空 
子集 T %， 使得两个结点％和叫是连通的，当且仅当 
它们属于同一个 h 。 我们把子图沒少丄沒0^) ，…， <?(^)称 


为图的连通分支(图乂今后我们把图 卩的连 通分支数记作 

W{Q ) 9 

定义 7-3.3 若图辽只有一个连通分支，则称6?是连通图。 
显然在连通图中，任意两个结点之间必是连通的。例如图 
7-2.2 中 (《) 是连通图， （6) 是具有三个连通分支的非连通图。 


对于连通图，常常由子删除了图中的点或边，而影响了图的 
连通性，所谓在图中删除结点 A 即是把 w 以及与《关联的边都黼 
去,例如，在图 7-2,3(4 中細除％即由图⑷变为图(6)。所谓在 



M 7-2,2 
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图中刪除某边，仅需把该边删去。例如，在图7_ 2 . 3 («)中删除边 
^即由图变为图(0)。 

定义 7-3.4 设无向图 = 五〉 为连通图，若有点集 
V x < zV J 使图0删除了 ^\的所有结点后，所得的子图是不连通 
图，而删除了 的任何真子集后，所得到的子图仍是连通图，则 
称 ri 是口的一个点割集。若某一个结点构成一个点割集，则称 
该结点为割点。 

如图 7-2. 4 ( a ) 中移去割点 s 后，成为有两个连通分支的非连 
通图 (&) 。 




® 7-2.4 

I 

若口不是完全图,我们定义 {| r A | |厂 1 是0的点 

割集}为口的点连通度(或连通度)。连通度是为了产生一个 
不连逋图需耍刪去的点的最少数目。于是一个不连通图的连通度 
等于0,存在割点的连通图其连通度为 h 完全图中，删去任 
何 m 个点后仍是连通图，但是脚去了 f — 1个点后产生 
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: r 一个平凡图,故定义 k ^ p ) 

定义 7-2.5 设无向图沒 = < r ， 亙〉 为连通图，若有边集 
軋 CZ 足使图 a 中删 除了風 中的所有边后得到的子图是不连通 
m , 而删除了五^的任一真子集后得到的子图是连通图，则称^^是 
^的一个边割集。若某一个边构成一个边割集，则称该边为割边 
(或桥)。 

卩的割边也就 是卩的 一条边 e 使识呤一4(⑺。与点 
连通度相似，我们定义非平凡图<?的边连通 度为： X ( G)^min 

{|風1|乌是(？的边割集}，边连通度人(⑺是为了产生一个不连 

通图需要删去的边的最少数目。对平凡图可定 义从沒 ）=0, 此 
外一个不连通图也有 KO ) =0 o 

■定理 7 U 对于任何一个 图义有 

证明若卩不连通，则 b ( Q ) 故上式成立。 

若沒连通， 

1} 证明 MG )68( a ) 

如果是平凡图，则若沒是非平凡图，则 
因每一结点的所有关联边构成一个边割集 ，槪麟 <峨 。 

2) 再证 A ⑼喊哪 

(a) 设人沿）=1,即 沒有一 割边，显然这时士(<?)―总上式 
成立。 

( b ) 设 KG 1 ) 则必可删去某 X( ㊉条边，使卩不连通，而 
删去其中 奶- 1条边，它仍是连通的，且有一条桥6= (w, V)。 

对入((?） 一 1条边中的每一条边都选取一个不同子 W m 的端点，把 
这些端点 fl 去则必至少删去条边。若这样产生的图是 
不连通的，则 A (⑦ <入(⑺一 若这样产生的图是连通 

的，则 e 仍是桥，此时再删去 《或1 就必产生一个不连通图/故 
k { G ) 《蘭。 

由 1) 和 2) 得 A ⑹) <人汾) <6(0^ n 
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u 


图 7-2.5 


a 


这个定理的证明可用图 7-2.5 来予以说明。这里： k ( G )- 2 t 
A ((?)=3, 卿=4。 

定理 7 2.3 一 个连通无向图中的结点《是割点的充分必 
要条件是存在两个结点《和％使得结点《和如的每一条路都通 

过矽。 ! 

证明若结点 w 是连通图 於的一 个割点，设删去 W 
得到子图0^则沒'至少包含两个连通分支。设其为^ = < Y± f 
^< V it 爲>,任取因力沒是连通的，故在 G 中 
必有一条连结 u 和切的路 C, 但 M 和切在 F 中属于两个不同的 
连通分支，故《和明必不连通，因此 a 必须通过 t 故《和妨之间 
的任意一条路都通过 a。 

反之，若连接图沒中某两个结点的每一条路都通过％辦去 
w 得到子图化，在化中这两个结点必然不连通，故 w 是图 i 的 
割点。 □ 

无向图的连通性，不能直接推广到有向图。在有向图 
<^-< y } 奶+，从结点《到切有一条路，称从《可达％可达性是 
有向图结点集上的二元关系，它是自反和传递的，但一般来说它不 
是对称的』因为如果从《到0有一条路,不一定必有《到《的一条 
路，故可达性不是等价关系。 

如果《可达％它们之同可能不止一条路，在所有这些路 

中，最短路的长度称为结点《和沿之间的距离(或短程绣)，记诈 
d < u t 它满足下列性质， 
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d <u J ^u>>0 
d ^ u> — 0 



如果从 M 到 w 是不可迖的，则通常写成 = 注意当 
« 可达 A 且 V 也可达 tt 时， v > 不一定等于 d < if , «>。有关 
距离的概念对无向图亦适用，今后我们把 i >= maxrf <« 7 心称作阁 

U,V€V 

的直径。 

定义 7-2.6 在简单有向图<?中，任何一对结点间，至少有 
一个结点到另一个结点是可达的，则称这个图是单槲连通的。如 
果对于图中的任何一对结点两者之间是相互可达的，则称这个 
图是强连通的。如果在图中略去边的方向，将它看成无向图 
后， 图是连通的,则称该图为弱连通的。 

例如图 7-2.6 中分别给出了强连通图 （《), 单侧连通_ ( b) t 
弱连通囷⑼。 



a> 

图 7-2.6 


从上述定义可以看出，若图辽是强连通的，则必是单侧连通 
的；若图 G 是单侧连通的，则必是弱连通的。这两个命題，其逆不 
真。 

定理 7-2.4 —个有向图是强连通的，当且仅当<?中有一个 
回路,它至少包含每个结点一次。 

证明充分性 

* 如果辽中有一个回路，它至少包含每个结点一次，则中任 
两个结点都是相互可达的，故设是强连通图 
必要性〃 

如果有向是强连通的，则任两个结点都是相互可达。故 
必可作一回路经过图中所有各点。若不然则必有一回路不包含某 
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—结点％因此， T 与回路上的各结点就不是相互可达，与强连通 
条件矛盾。 □ 

定义 7-2.7 在简单有向图中，具有强连通性质的最大子图, 
称为强 分图； 具有单侧连通性质的最大子图，称为单侧分图；具有 
弱连通性质的最大子图，称为弱分图， 

例如在图中，由{化，或{办}导出的子 
图都是强分图，由{%, ^ v^ r 1 ) 5 } 导出的子图是单侧分图也 
是弱分图。 



又如在图 7-2. 7⑻中，强分图可由 K }, { v 2 }, {%}导 

出，单侧分图可由 fcl , $ 3 , V4 } 导出，弱分图可由 

{v tj v 2} v 3f 导出。 

定理 7-2.5 在有向图 (？ = < F , 五）中，它的每一个结点位于 
且只位于一个强分 图中。 

证明 1) 假设令汉是口中所有与$相互可达的结 
点的集合，当然0也在没之中，而厶 是沒的 一个强分图，因此<? 
的每一结点必位于一个强分图中。 

2 ) 假设”位于两个不同的强分图&与&之中，因为氏中 
每个结点与 w 相互可迖，而 w 与& 中每个结点也相互可达，故 
中任何一结点与氏中任何一个结点通过”都相互可达，这与題设 
馬为强分图矛盾。故 沒的每 一结点只能位于一个强分图之中。 


□ 


7-2 习邇 

(1) 在无向图 G 中，从结点《到结点 r 有一条长度为偶数的通路，从结 
点 a 到结点《 X有一条长度力奇数的通路，则在沒中必有一条长度力奇数的 
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回路。 、 

(2) 若无向图 G 中恰有两个奇数度的结点，则这两结点间必有一条珞。 

(3) 若图 e 是不连通的，则 G 的补图 G 是连通的。 

(4) 当且仅当 G 的一条边 e 不包含在 G ^ ^ c 

的回路中时， e 才是 G 的割边。 

(5) 分析图 7-2. 8 ，求： 

a ) 从2到 P 的所有通路。 

b ) 从2到^的所有迹。 

c ) 4和 I ?之间的距离 a 
<3) MG ), 和 3( f?) a 

<0)今沒是一个至少有三个结点的连通图,下列命題是等价的， 

O 没有桥 • 

b ) G 的每二个结点在&条公共的闭迹上， 

g ) ^的每一个结点和一条边在一条公共的闭迹上^ 

d) G 的毎二条边在一条公共的闭 迹上。 

e ) 对沒的每一对结点和每一条边，有一条联结这两个结点而且含有这 
条迠的迹 # 

f ) 对汉的每一对结点和每一条边，有一条联结这两个结点而不含有这 

条边的通路。 ' 

g ) 对每三个结点，有一条联结任何两个结点而且含第三个结点的迹。 

(7) 在图 7-2.9 中给 出了一 

个有向图，试求 u 4 〉， d ( v ^ 

%>及 d v 6 ) 0 此有向图对应的 
关系是否可传递的？如果不是 
可传递的，试求此图的传通闭 

包。 图 7-3. & 

(8) 试求图 7-2.9 中的有向图的强分图，单侧分图和弱分图。 

C 9) —个有向图 D 是单倜迹通的，当且仅当它有一条经过每一结点的 
路 t 

ao ) 试证明图的每一个结点和每一条边,都只包含于一个弱分图中， 


7-3 围的_阵表示 

在第三章中，对于给定集合2上的关系足可用一个有向图 
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表示，这种图形表汞了集合 j 上元素之间的关系，关系图亦表示 
了集合中元素间的邻接关系。对于关系图，可用一个矩阵表示,一 
个矩阵也必对应于一个标定结点序号的关系图。 

定义 7-3.1 设卩 = 芯〉 是一个简单图，它有 n 个结点 
V - {v lf ^ …，丄则 n 阶方阵 2((?) =(叫)称为 G 的邻接矩阵。 


其中 



adjuj 

nadj % 或 


aij 表示邻接， nadj 表示不邻接。 

例如图7-3.1，它的邻接矩 阵为： 

" 01111 ^ 

10 10 0 

A(G)- 110 10 

10 X 01 

3 0 0 10 



囹 7-3.1 图 7-3.2 


当给定的简单图是无向图时，邻接矩阵为对称的，当给定图是 
有向图时，邻接矩阵并不一定对称。图<?的邻接矩阵显然与 n 个 
结点的标定次序峪有关。例如图 7-3.2 中，若将结点 
q 和％的次序调换一下，那么新的邻接矩阵将是原邻接矩阵第 


―、二行对调，第一、二列对调而得到。 
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—般地说，我们把一个 n 阶方阵X的某些列作一置换，再把 
相应的行作同样置换,得到一个新的 n 阶方阵我们称 I与 j 
置换等价。显然置换等价是邦阶布尔矩阵集合上的一个等价关 
系。有向图的结点^按不同次序所写出的邻接矩阵是彼此置换等 
价的, 今后我们略去这种元素次序的任意性,可取图的任意一个邻 
接矩阵作为该图的矩阵表荩。 

从邻接矩阵 i 中，我们看到，第纟行元素是由结点叫出发的 
边所决定，第$行中值为1的元素数目等 于外的 出度。同理，在 
第;？列中值为1的元素数目是％的入度。 


如杲给定的一个图是零图，则其对应的矩阵中，所有元素都力 


零,即它是一个零矩阵，反之亦然 


o 


从图 G? 的邻接矩阵中,我们还可以得到图的很多重要性质 f 


设有向图的结点集合 r = 叫, 


它的邻接矩阵 


为 ： A ((?) - (cj 


MX 傳 : p 


现在我们想计算从结点吻到结点 抑 的长度 


为2的路的数目 3 注意到每条从％到叫的松度力2的路，中间必 
须经过一个结点叫，即 — (KA<m ), 如果图中有路 

%你叫存在，那么 = l 即 a ^ a^td 反之如杲图<?中不存 


在路叫％%,那么 


或％广0, 






0. 于是从结点 


^到结点％的长度为2的路的数目 等于: 


®a ■知产 ^ a 议， a id 

*=■1 

按照矩阵的乘法规则,这恰好等于矩阵尸中第卷行，第 y 列 
的元素。 



^u. aia … fl 3n I 

1 

i 


(^)n^(A(G)y- 

(Z^q 

嚤 

i » 

* 

# 

ccmj **• a^ m 

* 

■ 

■ 

i 

• 

L … a nn 


• 

- a n!J … a„ _ 


^ 2) 表眾从句到叫的长度为2的路的数目。 

^ 表示从勿到％的松度为2的回路数目。 

I 

从％到叫的长度为3的路，可以看作是由％ 到办的 一条投 
度为1的路,再联结 如到％ 的一条长度为2的路，故％到勿的长 
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度为 3 的路的数目 : 


k^l 

即 W ?) ( A ( Q ) r ^ { A ( G )). { A ( G ))\ 
—般地有： 



an 如 … a% h 

1 

an 咖 … 

WKz ⑼)^ 

Cl^ <3 如 a 如 

* 

. 


办 j a 如 … a2n 

釋 

. 

. 


a# ”， 江时一 


一 a H3 … a nfV _ 


上述这个结论对无向图也成立。 


定理 7-8 


设 (2 ⑦是图 沒的邻接矩阵，则 ( dc ^) y 中的 i 行， 


列元素 等于卩 中联结刊与％的长度为 Z 的路的数目》 
证明对丨用数学归纳法 
当 1 - 2 时，由上可知显然成立。 

设命题对 i 成立，由 


(增） 


f +1 


A ( G)^(Am 


故 



C *41) _ 


n 





根据邻接矩阵定义表示联结叫与％的长度为1的路的数目， 
喊?是联结办与％的长度为 j 的踣的数目，故上式右边的每一项 
表示由 奶经过 一条边到办，再由％经过一条长度为 I 的路到％的 
总长度为1+1的路的数目。对所有々求和，即得喊 + ”是所有从 
奶到％ 的长度为1+1的路的数目，故命題对 ！+ i 成立。 口 

例1给定一图卩=<^, 馬如图 7-3. 3所示。 


A 


一 0 

1 

0 

0 

0 " 


〜 1 

0 

1 

0 

0 1 

1 

0 

1 

0 

o 


0 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

a 

0 

A s - 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

i 

0 


0 

0 

0 

0 

1 _ 
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从上述矩阵中我们可以得到一些结论 ，如％ 与如之间有 2 条 
长度为3的路，结点听与％之间有一条扶度为2的路，在结点^ 
有四条长度为4的回路，但没有长度为3的回路。 

在许多实际问题中，常常要判断有向图的一个结点叫到另一 
结点％是否存在路的问题。如果利用图沒的邻接矩阵 A 则可计 
算牟…，当发现其中某个土的就表明结点 
奶到 ％可达。但这种计算比较繁琐 且/不 知计算到何时为止, 


根据定理 r - 2 . 1 的推论可知，如果有向图 G 有《个结点 

v ^{ v ±J ^ 

叫到 W 有一条路，则必然有一条长度不超过 n 的通路，因此只要 
考察就可以了，其中对于有向囫 ㈡ 中任意两个结点 
之间的可达性，亦可用矩阵表达。 

定义 7- S .3 令0 = <厂 五〉 是一个简单有向图， \ V \- n t m 
定分的结点已编序，即厂={心，定义一个矩阵 
P=(Pido 


其中 


| 1 从外到％至少存在一条路 
I 0 从％ 到％不存在路 


称矩阵 P 是囫沒 的可达性矩阵 & 

可达性矩阵表明了图中任意两个结点间是否至少存在一条路 
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故 





P 



1111 
1 1 
1111 
1111 



由此可知图 G 中任两结点间均是可达的，弁且任一结点均有回路，因而 


此图是个连通图 


G- 


上述计算可达性矩阵的方法还是比较复杂，因为可达性矩阵 
是一个元素力1或0的布尔矩阵，由于在 每个/ 矩阵中，对于两 
个结点间具有路的数目不感兴趣，它所戋心的是该两结点间是否 
有路存在，因此我们可将矩阵式分别改为布尔矩阵 




蠡 « 


■ 

> 


其中！ *) 表示 


在布尔运算意义下4的 i 次方。 


例题2设图 a 如图 7-3.4 所示,求可达性矩阵 A 


以及在任何结点上是否存在回路。 

般地讲，可由图的邻接矩阵2得到可达性矩阵旯即令 

再从凡中将不为零的元素均改换为1,而 
为零的元素不变.这个改换的矩阵即为可达性矩阵 P 。 


例瓿1设图 G 的邻接矩阵为 A 


0 10 0 
0 0 1 
110 3 
10 0 0 


，录 G 的可达性矩阵 




解 




~ 0 

0 

1 

1 ^ 


~ 2 

1 

0 

1 一 

2 

1 

0 

1 


1 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


2 

1 

2 

一 0 

1 

0 

0 



0 

1 

1 J 
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从本例的运算可以看到，如果把邻接矩阵看作是结点集 r 上 
关系5的关系矩阵，则可达性矩阵尸即为因此可达性矩阵 
P 亦可兩 Wajslmll 算法计算。 

上述可达性矩阵等概念，可以很容易地推广到无向图中，只要 
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将无向图中每条无向边看成是具有相反方向的两条边，这样，一个 
无向图就可看成一个有向图。无向图的邻接矩阵是一个对称矩阵， 
其可达性矩阵称为连通矩阵,也是对称的。 

对于一个无向图除了可泪邻接矩阵表示外，还对应着一 
个称为图的完全关联矩阵，假定图无自回路，如因某种运算 
得到了自回路，则将它删去 P 

定义 7-8.3 给定无向图令％ % 和化 办，^ 
分别记 * 的结点和边,则矩阵龙 (没) =其中 

\ 1 若％关联〜 

0 若灼不关联句 

称<?为完全关联矩阵。 

例如对于图 7-3.6, 可写出其关联矩阵： 



从关联矩阵中可以看出图瑢的一些 性质： 

1) 图中每一边关联两个结点，故 1( ㊉ 的每一列中只有两个 

2) 每一行中元素的和数是对应结点的度数。 

3) 一 行中元素全为0,其对应的结点为孤立结点。 

4) 两个平行边其对应的两列相同。 

5) 同^个图 当结点或边的编序不同时，其对应的龙 ( G ) 仅有 
行序,列序的差别。 

当一个图是有向图时，亦可用结点和边的关琛矩阵表示。 

定义 7-3.4 给定简单有向图 

E ={ e lt 
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V 乂 q 阶矩阵 W ( G ) =(叫/乂其中 

J 1若在中外是 Q 的起点 
— ^ — 1若在中 V * 是 0 J 的终点 

0若 v * 与巧不关联 
称财((?)为<?的完全关联矩阵。 

例如由图 7-3.6 可写出其关联 矩阵： 



有向图的完全关联矩阵也有类似于无向图的一些性质，读者 
可试予归纳。 

对图的完全关联矩阵中两个行相加定义如下:若记％对应 
的行为将第 i 行与第 j 行相加，规 定为: 对有向图是指对应分 
量的普通加法运算，对无向图是指对应分量的模2加法运算，把这 
种运算记作 A ㊉ &，心。施行这种运算，实际上就是相应于把没 

的结点％与％合并。 

设图的结点％与％合并得到图那么 MO ^') 是将 
龙 ((?) 中&与 &相加而得到。因为若有关项中第 r 个对应分量有 
㊉ 咖- ■土 1,则说明 巧和％ 两者之中只有一个结点是边外的 
端点，且将两个结点合并后的结点仍是各的端点 o 
若句 = 则有两种 情况： 

a) v f 都不是 4 的端点，那么 A,# 也不是〜的端点。 

b ) 叫％ 都是〜的端点，那么合并后在沒'中〜成为的 
自回路，按规定应删去 & 

此外 ，在况 (泛）中若有某些列，其元素全为零,说明由<?中的 
一些结点合并后，消失了一些对应边。 
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例 1 图 7-3 J ⑷中使〜与叫合并得到图 7-3*7 ⑻ 

其关联矩阵血(以)是由血中将第4行加到第5行而 得到, 


M ( G ), 


M m : 



妇 1 

e 2 

^3 




07 

^1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

V 3 

0 

0 

0 

1 

I 

1 

0 

邯 S 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

匁 * 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 


1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 


1 

_ 

et 


^3 




^7 

Vi 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

Va 

0 

0 

、 0 

1 

1 

1 

0 


0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

沿 4-5 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 


例 2 图 7-3.8 j >) 合并结点 叫和叫 ，删去自回路得图 

7-3,8(&)。 





图 7 - 3-8 (*> 



其关联矩阵血沒')是由 M ( Q ) 中将第 2 行加到第3行而得到。 


M(G) t 


• 

1 

• 

1 

• 



抒 3 




e 7 

^8 


■ 

I 

Vi 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


一 1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 


0 . 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

— 1 

1 


0 

一 1 

0 

0 

0 

1 

一 1 

1 

0 


0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 

-1 

• 

0 

0 

0 

-1 

-1 

0 

0 

0 

0 


M{G f ) : 





技8 

杉4 


66 

e? 


e B 


% 

• 

I 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

汜 2. 3 

一 i 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

一 1 

1 


0 

-1 

0 

0 

0 

1 

-I 

1 

0 


0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 

-1 


0 

0 

0 ■ 

-t 

-1 

0 

0 

0 

0 


下面应用这种运算,可求关联矩阵的秩。 

定理 74.2 如果一个连通 图口有 r 个结点，则其完全关联 
矩阵邶 0?) 的秩为 r-l, 即 rank 血 

证明这里对无向图进行证明。 

(1) 由于矩阵尨闷）的每一列恰有两个1,若把血 (<?) 的其 

余所有行加到最后一行上(模 2 加法)，得到矩阵它的最 
后一行全为零，因为面(⑦的秩与见(<?)相同，故尨汾)的秩应小 
于行数，即 rank 1 0 

(2) 设 1(^) 的第一列对应边 h 且 e 的端点为私和％,调 
整行序使第 i 行成为第一行』 这时尨 (<?) 的首列仅在第一行和第 
3 行为1,其佘各元素均为 h 再把第一行加到第 j 行上去，则得 
矩阵 JT ⑼。 
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JIT ⑼ 






0 




其中 m ， ㈣ 是 mo ) 删去第一行和第一列所得的矩阵 a 

由于 是仏 的完全关联矩阵，而系将 G 的两个结 
点％和％合并而得。由于 卩是连 通的，故免也必为连通, 

也具有连通图的完全关联矩阵的所有挂质，故 w ( g ^) 没 
有全零的行。知果见' ( A ) 的第一列全为零』则可将淤闷 i ) 中的 
非零列与第一列对换.而不影响完全关栽矩阵的秩数。因此，我们 
必可通过调整行的次序以及钯一行加到另一行上这两种运算，使 

的第一列的首项元素为1, 得到： 



M ^( G ) 



( G ,) 


0 


继续进行上述两种运算，并不改变矩阵的秩，经过 r - 1 次,最后将 
龙(⑺变换成， 




0 

0 0 1 


0 0 
0 0 


■ * * . * ■ 


…0 0 


0 


显然见有一个0- 1) 阶子阵，其行列式的值不为零，故 

⑹)的秩至少为 r — 1。 
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由 （1) 和 (2) 可知 

rank M{Q) 1 □ 

对于有向图的关联矩阵可以仿此 证明。 

例3计算图 T -3.70) 中其对应的完全关联矩阵的秩数，以 
险证定理7-3.2。 ^ 

设有完全关联矩阵尨 (0, 以（句记第&行，以 g 记第怖列, 
以表示第&列与第 m 列对调，表眾第 A 行与第 
对^图 7-3.700 的完全关联矩阵沟 


M ( Q ), 


_ 

1 

1 

_ 

ei 


衫3 

枝4 




如1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 


0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 


0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

史4 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

^6 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 




⑶ e ⑶ 
— __ __ > 



/I 1 0 0 0 0 0 
/ 0 0 0 1 1 1 0 
0 1110 0 0 
0 0 0 0 0 1 1 
\1 0 1 0 1 0 1 
/I 1 0 0 0 0 0 

f 0 1 1 1 0 0 0 
0 0 0 1 1 1 0 
0 0 0 0 0 1 1 
\0 1 1 0 1 0 1 
/I 1 0 0 0 0 0 
/ 0 1 1 1 0 0 0 
0 0 10 110 
[ 0 0 0 0 0 1 1 
\0 0 1 0 1 0 1 


(1) ㊉ ⑼ 
-- - >■ 


(2)0(5) 
- - -^ 


(3) ® (5) 
--> 


1 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 1 1 0 
0 1110 0 0 
0 0 0 0 0 1 1 
0 110 10 1 
1 1 0 0 0 0 0 
0 1110 0 0 
0 0 0 1 1 1 0 
0 0 0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 0 1 
1 1 0 0 0 0 0 
0 1110 0 0 
0 0 10 110 
0 0 0 0 0 1 1 
0 0 0 0 0 1 1 
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/I 1 0 0 0 0 0 
f 0 1 1 0 0 1 0 
0 0 1110 0 
0 0 0 1 0 0 1 
\0 0 0 0 0 0 0 



最后一个矩阵其秩为 先 即 rank 血 030=5— 1 = 4 。 

推论设图<?有^个结点，切个最大连通子图，则图 g 完全 
关联矩阵的秩为 r 一纽 & 


7-3 习题 

CD 求出图中有向图的邻接矩阵找出从竹到外长度为2和 
4的路，用计算』 U 3 和 W 来验证这结论。 

(2) 对于邻接矩阵 A 的简单有向图民它 
的距离矩库定义如下 ； 

^i = °° 岁口果 = ™ 

d «-0 对所有的2, _•〜n 

d^~k 这里 * 是使 ^^#0 的最小正整数 

确定由图 7-3. 9所示的有向图的距离矩阵， 

并指出知 ~1 是什么意义？ 

(3) 在图 7-3.10 中给出了一个有向图，试求该图的邻接矩库，并求出可 
达性矩阵和距离矩阵。 



图 7-3*9 



图 7-3,10 图 7-3.11 


(4) 写出如图 13.11 所示的图的完全关联矩阵，并验证其秩如定理 
7-3.2 所述。 

(5) 证明定理 7- 3_2的推论 & 
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7-4 欧拉图与汉密尔顿囹 


1736年瑞士数学家列昂哈德*欧拉 （ Leonh^d Euler ) 发表了 


图论的第一篇论文“哥尼斯堡七桥问题”。这个问题是这 样的: 哥尼 


斯堡 ( Konigeberg ) 城市有一条横贯全城的普雷格尔 （ Pregel ) 河， 


城的各部分用七座桥联 
接，每逢假日，城中居 
民进行环城逛游，这样 
就产生了一个间题，能 
不能设计一次“ 遍游' 
使得从某地出发对每座 
跨河桥只走一次，而在 



遍历了七桥之后却又能回到原地。在图 74.1 中画出了哥尼斯堡 


C 



0 


图 7-4.2 


7-^.2 中从某一结点出发找一条通路, 
一次，并回到原结点。 


城图，城的四个陆地部 
分分别标以次£、 a 、 
.■0。将陆地设想为图的 
结点，而把桥画成相应 
的连接边，这样城图 
可简化成如图 74.2 所 
示』于是遍过哥尼斯堡 
城中每座桥一次且仅一 
次的问题，等价于在图 
通过它的每条边一次且饵 


欧拉在1786年的论文中提出了一条筒单的准则,确定了哥尼 


斯堡七桥问题是不能 解的。 下面将讨论这个问题的证明。 

.定义 7-4.1 给定无孤立结点图若存在一条路，经过图中 
每边一次且仅一次，该条路 称为欧 拉路； 若存在一条回路，经过图 
中每边一次且仅一次，该回路称为欧拉回路。 
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具有欧拉回路的图称作欧拉 图。 

定埋 7-4.1 无向留具有一条欧拉路，当且仅当 G 是连通 
的,且有零个或两个奇数度结点。 

证明必要性 

设 G 具有欧拉路，即有点适序列 A + i …办 办，其 
中结点可能重复出现，但边不重复，因为欧拉路经过所有图公的 
结点，故图 沒必是 连通的。 

对任意一个不是端点的结点化在欧拉路中每当％出现一 
次，必关联两条边 ，故％ 虽可重复出现，但 deg (%)必是偶数。对 
于端点，若％ =化则 rfO 。) 为偶数，即 G 中无奇数度结点,若端点 
叫与％不同，则以 ％ )为奇数， d (叫)力奇数，<?中就有 M 个奇数 
度结点 a 

充分性 '、 

若图 G 连通，有零个或两个奇欧度结点，我们构造一条欧拉 
路如下： 

(1) 若有两个奇数度结点，则从其中的一个结点开始构造一 
条迹，即 从叫出 发经关 联边色 “进入”％若 degCOS 偶数，则必 
可由％再经关联边办进入％，如此进行下去，每边仅取一次„由 
于是连通的，故必可到达另一奇数度结点停下,得到一条迹 A 
叫^1办•”峨 + i … 若中没有奇数度结点则从任一结点％出 
发 ，用上 述方法必可回到结点％,得到上述一条闭迹 £ i 。 

(2) 若 A 通过丁卩的所有边，则 h 就是欧拉路。 

(3) 若々中去掉 A 后得到子图则$中每个结点度数 
力偁数，因为原来的图是连通的，故 A 与至少有一个结点叫重 
合，在泛 中由％ 出发重复 (1) 的方法,得到闭迹 

⑷当心与组合在一起，如果恰是则即得欧拉路，否 
则重复 (3) 可得到闭迹 L a , 以此类推直到得到一条经过图<?中所 
有边的欧拉路 D □ 

推论无向图 G 具有一条欧拉回路，当且仅当 O 是连通的， 
并且所有结点度数全为偶数。 
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由于有了欧拉路和欧拉回路的判别准则，因此哥尼斯堡七桥 

问題立即有了确切的否定答案，因为从图 74.2 中可以看到 

■ 

deg (A) ^ 5, deg(5) ^ deg (C) = deg (2>) = 3,故欧拉回路必不存 

与七桥问题类似的还有一笔画的判别问题，要判定一个图 
是否可一笔画出,有两种 情况： 一是从图中某一结点出发，经过 
图(？的每一边一次仅一次到达另一结点。另一种就是从的某 
个结点出发，经过 G 1 的每一边一次仅一次再回到该结点。上述两 
种情况分别可以由欧拉路和欧拉回路的判定条件予以解决。如 

图 7-4.3(a) 中，因为 deg ( 抑） = deg ( 叫） = 3 』 deg(<ua) = deg (v 4 ) = 
deg ( i ; e ) =2, 故必有从叫到叫的一笔画。在图 7 - 4 . 3 (b ) 中所有 

结点度数均为偶数，所以可以从任一结点出发，一笔画回到原出发 
点0 



欧拉路和欧拉回路的概念，很易推广到有向图中去。 

定义 7-4— 2 给定有向图，通过图中每边一次且仅一次的 
一条单向路（回路)，称作单向欧拉路(回路 ) 。 

定理7_4.2有向图 具有一条单向欧拉回路，当且仅当是 
连通的，且每个结点入度等于出度。一个有向图具有单向欧拉 
路，当且仅当它是连通的，而且除两个结点外，每个结点的入度等 
于出度，但这两个绪点中，一个结点的入度比出度大1,另一个结 
点的入度比出度小1。 

这个定理的证明> 可以看作是无向图的欧拉路的推广，因为对 
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图 7^.4 


于有向图的任意一个结 


点来说，如果入度与出 
度相等，则该点的总度 
数为偶数，若入度与出 
度之差为1时，其总度 
数为奇数，因此定理 
74.2 的证明与定理 

74.1 的证明类似。 □ 


例1计算机鼓轮的设计。设有旋转鼓轮其表面被等分成 24 


个部分，如图 7-4.4 所 

7K 。 

其中每一部分分别 
用绝缘体或导体组成, 
绝缘体部分给出信号 
0,导体部分给出信号 
1;在图 '*7-4.4 中阴影 

部分表沄导体，空白部 
分表承绝缘体，根据鼓 
轮的位置，触点将得到 
信息1101,如果鼓轮沿 

顺时针方向旋转一个部 
分,触点将有倩息1010。 

问鼓轮上16个部分怎 
样安排导体及绝缘体, 
才能使鼓轮每旋转一个 
部分，四个触点能得到 
一 组不同的四位二进制 
数信息。 

设有一个八个结点 



图 7-4.5 


的有向图（图7-4.5)，其结点分别记为三位二进制数001， 
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010, Oil , 100, 101, no , ill }, 设 o ^{0 T i }, 从结点 Oi 吻肉可 
引出两条有向边，其终点分别是 a 3 « 30 以及 otaoal 。 该两条边分 

别记力办兔 《 B 0 和化〜勿1。按照上述方法，对于八个结点的 
有向图共有16条边，在这种图的任一条路中，其邻接的边必是 

叫山《 3 04 和内肉叫兔的形式，即是第一条边榇号的后三位数与第 

二条边标号的头三位数相同。因另图中16条边被记成不同的二 

进制数，可见前述鼓轮转动所得到16个不同位置触点上的二进 

制信息，即对应于图中的一条欧拉回路。在图 7-4.5 中，每个结 

点的入度等于2,出度等于2,故在图中必可找到一条欧拉回路如 

(^0 @1 ^3 @4 ^3 e l 3 0 10 ^11 Pie C 14 ^13 ^ s ) j 根搪邻接边的标号记法， 
这16个二进制数可写成对应的二进制数序列 ooooiooiioiomi 0 

把这个序列排成环状，即与所求的鼓轮 相巧应 ，如图 7-4. 4所示。 

上面的例子,我们可以把它推广到鼓&具有 a 个触点的情况。 
为此我们只要构造 2*4 个结点的有向图，设每个结点标记为 

位二进制数，从结点 Oi 吻… an 出发，有一条终点 为勿吻 … 0*^0 

的边,该边记为 aict 2 _" ct ft — !0;还有一条边的终点为 OaOs〜〜-il 

的边，该逬记为兩…0^1。这样构造的有向图，其每一结点的出 

度和入度都是次故必是欧拉图。由于邻接边的标记是第一条迈 

的后 ft —1位二进制数与第二条攰的前 w —1位二进制数相同，为 

此就有一种 2" 个二进制数的环形 

排列与所承的鼓轮相財应。 

与欧拉回路非常类似的问题是 

汉密尔顿回路的间题。年』 

威廉 * 汉密尔顿爵士 （Sir Willian 

Hamilton ) 在给他朋友的一封信中 

首先谈到关于十二面体的一个数学 
游戏： 能不能在图*?~4.6中找到一 
条回路，使它含有这个图的所有结 
点？他把每个结点看成一个城市，联结两个结点的边看成是交通 
线，于是他的问题就是能不能我到旅行路线，沿養交通线经过每个 


2 


1 





图 7-4.6 



城市恰奸一次，再回到原来的出发地？他把这个问题称为周游世 
界问题。 

按图 7-4.6 中所给的编号，可以看出这样一条回路是存在的。 
对于任何连通图也有类似的问题。 

定义 7-4.3 给定图&若存在一条路经过图中的每个结点 
怡好一次，这条路称作汉密尔顿路。若存在一条回路，经过图中的 
每个结点恰好一次，这条回路称作汉密尔顿回路。 

具有汉密尔顿回路的图称作汉密尔顿图。 

定理 7-1.3 若图沒 五〉 具有汉密尔顿回路，则对于 

结点集 F 的每个非空子集 S 均 有妒汾 一的別成立。其中 
识是卩一及中连通分支数。 

证明设 C ? 是 G 的一条汉密尔顿回路，则对于厂的任何一 
个非空子集及在 C 中删去及中任一结点％测0 —句是 连通的 
非回路，若再删去汉中另一结点如，则 TT ( C — 屯一勿 )€ 次由归 

纳法可得： 

同时 G — S 秦 G - S 的一个生成子图，因“ 

W ( G - S )< W { C - S ) 

所以 □ 

利用定理 7-4.3 可以证明某些图是非汉密尔顿图。如图 
7- 7中若取 S = ％},则卩一 S 中有三个分图，故卩不是汉 

密尔顿图。 

箱要指出，用定理 7-4.3 来 证明某一特定图是非汶密尔顿图, 



图 7-4*7 
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这个方法并不是总是有效的。例如，著名的彼得森图, 
如图 7-4.8 中所示，在图中删去任一个结点或任意两个结点，不能 
使它不连通；删去3个结点，最多只能得到有两个连通分支的子 
图；删去4个结点，只能得到梟多三个连通分支的子图；删去5个 
或5个以上的结点，余下子图的结点数都不大子圪故必不能有5 
个以上的连通分支数。所以该图满足研(<?-妁<|占|,但是可以 
证明它是菲汉密尔顿图(此证明留作习题)。 

虽然汉密尔顿回路问题与欧拉回路问题在形式上极为相似, 
但对图 G 1 是否存在汉密尔顿回路还无充要的判别准则 3 下面我 
们给出一个无向图具有汉密尔顿路的充分条件。 

定理 7-4.4 设0具有《个结点的简单图，如果 G 中每一对 
结点度数之和大于等于 n - l t 则在 G 中存在一条汉密尔_路。 

证明我们首先证明 G 1 是连通图。若沒有两个或更多个互 
不连通的分图，设一个分图中有个结点，任取一个结点设另 
一个分图中有 W 个结点，任取一个结点处，因为—： 

rf (^ 3 )<7^3-1, 故 这与题设矛 

盾，故 G 必连通。 、 

其次，我们从一条边出发构成一条路，证明它是汉密尔顿 
路。 , 

S 

设在 G 中有卩一 1条边的路， p < n f 它的结点序 列为％ I 
…如果有此或％邻接子不在这条路上的一个结点，我们立 
刻可扩展这条路,使它包含这一个结点，从而得到 y 条边的路。否 
则，化和％都只邻接于这条路上的结点，我们证明在这种情况 
下，存在一条回路包含结点 若炮邻接子％ 则 
处，如， h 即为所求的回路。假设与处邻接的结点集是 

k 

i -- - - 

{ v h v mf 这里 • •、义如果 

叫是邻接于听 Wm - l, …，… j V *_ i 中之 一， 譬如说如 
、图 74.9( a ) 所示，…是所求的包含结点 

叫 ，叫 ，…， ％的回路。 


• 3 C 7 



如果％不邻接于 Vi - lt 知-1 ，…，中任一个』则％至多邻 
接于多 一A_l 个结点,<1嘴0^)<沪一*一1, dog(t?!) - k r 故 deg(0 

+ dog ( v ±) ^ p—k 一 1 十 lOz — lj 即幻上与史 p 度数之和至多 

为《—2,得到矛盾^ 





至此，我们有包含所有结点叫的一条回路，因 
为 (？ 是连通的，所以在中必有一个不属于该回路的结点％与 
心…％ 中的某一个结点 叫 邻接，如图7- 4.9(6) 所示，于是就得 
到一条包含2> 条边的路(〜，叫，叫+1，…， v p> "% v h J 
% ^-0 o 如图 7-4.9 ⑷所示，重复前述构造法，直到得到 
n ~ l 条边的路。 □ 

容易看出定理7- 4.4 的条件对于图中汉密尔顿路的存在性只 


0 是充分的，但并不是必要条件。设卩是 n 边 

形，如图 7-4.10, 其中《 = 虽然任何两 个结点 
度数之和是4< 6 —1,但在 (？ 中有一条汉密尔 

赪路。 

例题1考虑在七天内安排七门课程的考读，使 
m 7 - 4 ^ 10 得同一位教师所任的两门课程考试不排在接连的两天 

中，试证明如果没有教师担讧多 f 四门课程，则符合上述要京的考试安排总 
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是可能 的。 

证明设 G 为具有七个结点的图，每个结点对应于一门课程考试果 
这两个结点对啤的课程考试是由不同教师担任的，那么这两个结点之间有一 
条边，因为每个教师所任课程数不超过4,故每个结点的度数至少是3,任两 
个结点的度数之和至少是6,故 G 总是包含一条汉密尔顿路，它对应于一个 
七门考试课目的一个适当的安排。 


定理 7-1.5 设 G 是具有 ft 个结点的简单图， 如果沒 中每一 
对结 点度数 之和大于等于 n , 则在中存在一条汉密尔顿回路/ 
证明由 fe 理 7-4.4 可知必有一条汉密尔顿路，设为 听灼… 
N 如果 h 与％邻接,则定理得证。 

如果外与％不邻接，假设巧邻接于 
可以证明％必邻接于叫中之一。如果不 
邻接于叫…中任一结点，则 h 至多邻接于、一 A -1 
个结点，因而 

d ( v n )< n — k - 1 r 而 d ( i ； i ) = h 
故 dOi ) — 1,与题设矛盾，所以必有汉 



图 7-4*11 


密尔顿回路叫 W ■，- i % 4-1 …％如图所宗。 □ 
定义 74.4 给定图<?= <匕五>有《个结点，若将图0中 
度数之和至少是 n 的非邻接结点连接起来得圈对图 P 重复 
上述步骤，直到不再有这样的结点对存在为止，所得到的图，称为 
是原图的闭包/记作 Cf(<?)。 

例如图7~4.12给出了对六个结点的一个图％构造它的闭 
包的过程。在这个例子中0(<?)是完全图。一般情浼下，也 
可能不是完全图^> 

定理 7-1.6 当且仅当^个简单图的闳包是汉密尔顿图时， 

■ 
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图 7七12 


这个简单图是汉密尔顿图。 
证明略。^ 


n 


关于图中没有汉密尔顿路的判别尚没有确定的方法，下面介 


绍一个说明性的例子。 




例理2指出图 74.13( a ) 所 示的图 G 中没 有汉密 尔顿路 a 



图 74-13 

解用4标记任意一个结点七所有与 a 邻接的结点均标记氏继续不 
断地用4标记所有邻接于 S 的结点，用 S 标记所有邻接于 X 的结点，直到 
所有结点标记完毕^这个有标记的图如图 7-113(6) 所示，如果在图中有一 

条汉密尔顼路，那么它必交替通过结点3和结点 
然而本例中共有九个4结点和七个 S 结点, 
所以不可能存在一条汉密尔換路^ 

注意: 如果在标记过程中,遇到相邻结 
® 7 ^- 14 点出现相同标记时，可在此对应边上增加 

—个结点，并标上相异标记 & 如图 7-4.14 所示。请读者考虑用这 
种方法能否判断汉密尔顿路的存在性 O 

I 

， 3(0 • ' 







习题 

CD 判定图 7-4 t 15 的图形是否能一笔画 



(2) 构造一个欧拉图，其结点数 t 和边数 e 满足下述条件 
Vj e 的奇偶性 一 祥。 

b ) v , 6 的奇偶性相反 
如果不可能 ，说明 原因。 

(3) 确定 n 取怎样的值^完全图有一条欧拉回路。 

<4) a ) 图 7-4. 16中的边能剖分为两条路(边不相重)，试给出这祥的剖 

分 o 

b ) 设 沒是一 个具有 * 个奇数度结点& >0) 的连通 
图，证明在沒中的边能剖分为*/2条路(边不相重)。 

c ) 设是一个具有 * 个奇数度结点的图，问最少加 
几条边到 G 中，而使所得的图有一条欧拉回路，说明对于 
图 7-4.16 如何能做到这一点^ 

d ) 在 c ) 中如果只允许加平行于沒中 H 存在的边，问 m 7 ^ 4 - 16 

最少加几条边到 G 中，使所得的图有一条欧拉回路> 这事总能做到吗？叙述 
能做到这事的充分必要条件。 

(5) 找一种9个〜9个\ 9个 c 的圆形排列，使由字母埒组成 
的长度为3的27个字的每个字仅出现一次。 

(6) a ) 面一 十有一条欧拉回路和一条汉密尔顿0路的图。 

b ) 画一个有一条昧拉回路，但没有一条汉密尔顿回無的图。 

c ) 画一个没有一条欧拉回路，但有一条汉密尔顿回路的图。 

(7) 判断图 7-4.17 所示的图中是否有汉密尔顿回路。 
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(3) 设 G 是一个具有 《 个结点的简单无向 
图， n > 3 , 设的结点表示《个人， G 的边表示 
他们间的友好关系，若两个结点被一条边连结, 
当且仅当对应的人是朋友。 

a ) 结点的度数能作怎样的解释。 

b ) G 是连通图能作怎样的解释。 

<=) 假定任意两人合起来认识所留下的 《 — 2 
个人证明 n 个人能站成一排，使得中间每个人 



图 7 nr 


两旁站着自己的朋友，而两湍的苘个九他们每个人旁边只站着他的一个朋 


友。 


d) 证明对于《>4, c) 中条件保证《个人能站成 一圈， 使每一个人的两 


旁站着自己的朋友。 

(9) 证明如 G 具有汉密尔顿洛，则对于 F 的每一个真子集8有 

W(G-S)<\S}-hl 

(10) 一个简单图是汉密尔顿图的充要条件是其闭包是汉密尔顿图 D 

(11) 设简单图 6=0" ，灼且|7卜〜 I 五卜~若有 e > f 7^ + 2』 IJ (? 

是汉密尔顿图。 •- 



7-5 平面圏 

在现实生活中，常常要囿一些图形,希望边与边之间尽量减少 

相交的情況,例如印刷线路板上的布线，交通道的设计等。 

定义 7~6. i 设是一个无向图 ，如果 能眵把卩的_ 

所有结点葙边画在平面上，且便得任何两条边除了端点外没有其 

■ 



• 3 J 2* 


m 7 - 5.1 


ibi 



他的交点,就称 G 是一个平面图。 

应该注意，有些图形从表面看有几条边是相交的，但是不能就 
跎肯定它不是平面崮，例如图 74.1( a ), 表面看有几条边相交，但 
如把它画成图 7-6. 1(6)，则可看出它是一个平面图^ 

- 有些图形不论怎样改画 ，除去 结点外，总有边相交。如有三间 
房子忐，拟分别连接水、煤气和电三个接 i = T , 如图 7-6.20) 
所示，这个图不论怎样，改画后至少有一条边与其他边相交，如图 
7-5.2(6)所示，故它是非平面图。 



m 7-5.2 

定义 7 U 设是一连通平面图， 由 图中的边所包围的区 

域，在区域内既不包含图的结点，也不包含图的边，这样的区域 

称为的一个面，包围该面的诸边所构成的回路称为这个面的边 

| 

界。 

例如图 7-5.3, 具有六 
个结点及九条边，它把平面 
划分为五个面。其中 
% 四个面是由回路构成 
雛， 如 h 由回路 BABB 

所围，5可看作从 O 点开始 
围绕 A 按反时针走，得到一个同路所围。另外还有一 
个面^在图形之外,不受边界约束,称作充限面。如果我们把图形 
看作包含在比整个平面还大的一个矩彤之内，那么在计算图形面 
的数 S 时，就 不会遗 漏无限面了。今后我们把面的边界的回路长 
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度輙作是该面的次数，记为 deg ( r )。 如图 7-5.3 中， 

deg ( r s ) = 3, dog ( r g ) -5, d^g ( r 4 ) = 4, dog ( r e ) -3。 

定理 7 H —个有限平面图，面的次数之和等于其边数的 
两倍。 

证明因为任何一条边，或者是二个面的公共边，或者在一个 
面中作为边界被重复计算两次，故面的次数之和等于其边数的两 

倍0 □ 


如图 7-5.3 中， Sdeg ( r 0-18, 正好是边数9的两倍。 

f=l 

在三维空间中，关于凸多面体有一个著名的欧拉定理』设凸多 
面体有 v 个顶点 e 条棱 r 块面，则 a — e + r =2。 我们可以把这个 
定理推广到平面图上来。 

定理 7-6.2 (欧拉定理）设有一个连通的平 面图义 其有 u 
个结点 e 条边和 r 个面,则欧拉公式 


v — e-\-r = 2 

或立 D 


证明⑴若口为一个孤立结点，贝!|忽=1， pO , r = 故 
< y - e+r = 2 成立 0 


(2) 若 G 为一条边，即如= 2/ = 1, r = l , 则成立 c 
( s ) 设口为 A 条边时，欧拉公式成立。即％—办+0=2。下 
面考察 G 为 A +1 条边时的情况。 


Qx 





图 



7 - 5.4 


因为在&条边的连通图上增加一条边，使它仍为连通图，只有 
下述两种情况： 
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a ) 加上一个新结点么与图上的一 A 么相连，(如图 

7-5.40) 所示)，此时叫和办两者都增加1,而面数&未变，故 

—(作十 1) +^ =叫 一 十 ft 二2 

b ) 用一条边连接图上的两已知点込和込，如图厂6 .4(6) 
所示，此时办和 r fc 都増加1而结点数办未变，故 

S 

Vjc — + 1) + (Tjc + 1) ~ ^ + -Tfc — 2 □ 

定理 7-6,3 设(？是一个有《个结点 《 条边的连通简单平而 
图，若 则 e <3 w _6 a 

■ 

证明设连通平面图卩的面数为 L 当 w = e = 2 时上式显 

然成立，除此以外，若 〃> 3 ,则每一面的次数不小于3,由定理 
7-5 J 各面次数之和为沿，因此 


2 


2^> Sr , 


代入欧拉 定理: 


2 = v — e+r^ v~ 


-i 


& 


2 ^ ^ — — 

6< ： Bv—6 

e <3 v — 6 Q 

应用本定理可以判定某些图是非平面图 ^ 

例1设图卩如图 7-5.5 所示，该图是图。因为有5个 
结点10条边，故 3 x 5—6<10 即如一6>6对本图不成立，故 
是非平而图。 

需要注意定理 7-6.3 的条件并不充分，如图 
7-6. 2 中所示的图，常称作 JT 3 , S 图，由于有6个 
结点9条边，故 3 x 6— 6>9，即满足 
但可以证明 K s , s 也是非平面图。 

例2证明 Z 3 , 3 图不是平面图 c 

如果[ 3 ,8是平面图，因为在 K ZtZ 中任取三个结点，其中必有 

•• 



图 7-5.5 


015 - 





两个结点不邻接,故每个面的次数都不小于免由 

I 

即 ^ w — e + r =2^ 2 i >—4>^ 0 在 Ji^a 中有 6 个结点 9 

条边，故 2 x 6— 4<9,即咒 3 , 3 不是平面图 o 

虽然欧拉公式有时能用来判定某一个图是非平面图，但是还 

没有简便的方法可以确定某个图是平面图。下面介绍库拉托夫斯 
基 ( Kuratowski ) 定理。 

* 我们可以看到在给定图 e 的边上，插入一个新的度数为 2 的 
结点，使一条边分成两条边.或者对于关联于一个度数为2的结点 
的两条边，去掉这个结点，使两条边化成一条边，这些都不会影响 
图的平面性> 如图与(&)。 






ki 


7-5.6 




定义 7-6.3 给定两个图 A 和 GW 如杲它们是同构的，或者 
通过反复插入或除去度数为2的结点后，使乐与珞同构，则称 
该两图是在2度结点内同构的。 

定理 7-6.4 (Kuratowskl 定理）一个图是平面图，当且仅当 

它不包含与 JT 3l3 或尤 G 在2度结点内同构的子图 & 



图 7-5-7 


咒”和尤 & (如图 74.7) 常袜作库拉托夫斯基图，这个定理 
虽然很基本，但证明很长，故从略。 ^ □ 
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(1) 证明： 若 G 是每一个面至少由? 3) 条边围成的连逋平面图，則 

这里 e , u 分别是图 G 的边数和结点数。 

(2) 证明： 小于30条边的平面简单图有一个结点度数小于等于4。 

<3)证明：在 e 个结点垃条边的连通平面简单图中，每个面用3条边 

#• 

围成。 

C4) 设 是有11个或更多结点的图，证明或存是非平 面图。 

(5) 如果可能的话，画出風7-5,8各图的平面图象，否则说明它旬含一 
个与^或心, 3 在2度结点内同构的子图 Q 



(e) 证明彼得森 (Peterser) 图是非平据图。（图 7-4,S) 
(7) 证明： 

a) 菏于馬^的任意边匕 S： 5 - e 是平 面图。 
b > 对于的任意边6 是平面图。 


7-6 对偶图与着色 

/与平面图有密切关系的一个图论的应用是图形的着色问题， 
这个问题最早起源于地图的着色 & 一 个地图中相邻国家着以不同 
顔色，那么最少需用多少种颜色？ 一百多年前，英国格色里 
(Guthrfe) 提出了用四种颜色即可对地图着色的猜想，1879年肯 
普 (Kempo) 给出了这个猜想的第一个证明，但到1890年希伍德 
(Hewood) 发现肯普证明是错误的，但他指出肯普的方法，虽不能 
证明地图着色用四种颜色就够了，但可证明用五种颜色就够了, 
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此后四色猜想一直成为数学家感兴趣而未能解决的难题。直到 
1976年美国数学家阿佩尔和黑肯宣布：他们用电子计算机证明了 
四色猜想是成 立的。 所以从1976年以后就把四色猜想这个名词 
改成“四 g 定理”了。为了叙述图形着色的有关定理，下面先介绍 
对偶图的概念。 

定义 16.1 给定平面图沒 =< r ， 五>,它具有面 
F n 7 若有图满足下述 条件： 

0) 对于图的任一个面内部有且仅有一个结点<€ 

V% 


( b ) 对于图的面巧的公共边界 k 
条边五' 使4= ，且 < 与办相交。 


存在且仅存在一 


(o ) 当且仅当办只是一个面巧的边界时，<存在一个环 

€和办相交 D 则称图是图 G 的对偶图。 

例如图 7-6.1 中， G 的边和结点分别 
用实线和“。”表示。而它的对偶图的 
边和结点分 别用虚 线和“ •”表示 



o 


从对偶图的定义，容易看到如果是 
G 的对偶图，则 G 也是的对偶图。一个 
连通的平面图<?的对偶图也必是平面图。 
定义 7-6.3 如果图 G 的对偶图以同构于<?,则称0是自 


图 7-6.1 


对偶图。 

例如图 7-6.2 给出了一个自对偶 
图。 


从对偶图的概念，我们可以看到, 


对于地图的着色问题，可以归纳为对 
于平面图的结点的着色 问题， 因此园 
色问題可以归结为要证明对于任何一 



个平面图，一定可以用四种颜色，对它 

的结点进行着色,便得邻接的结点都有不同的颜色。 


mo 的正常着色（或筒称着色）是指对它的每一个结点指定 



—种颜色，使得没有两个邻接的结点有同一种颜色。如果图 (7 在 
着色时用了《种颜色,我们称 G 为色的。 

对于图 G 着色时，需要的最少颜色数称为的着色数，记作 

- 

虽然到现在还没有一个简单的方法，可以确定任一图是否 
是双-色的。但我们可用韦尔奇 * 鲍威尔法 （Welch Powell ) 对图 

Q 进行着色，其方 法是： 

a ) 将图卩中的结点按照度数的递减次序进行排列。（这种 
排列可能并不是唯一的，因为有些点有相同度数。） 

b ) 用第一种颜色对第一点着色，并且按排列次序，对与前面 
着色点不邻接的每一点着上同样的颜色。 

o ) 用第二种颜色对尚未着色的点重复 b ), 用第三种颜色继 
续这种做法，直到所有的点全部着上 
色为止。 

例 鼉1 用韦尔奇■鮑威尔法对图7- 
6.3 着色 & ^ 

解 a ) 根据递减次序排列 各点土 』 

-^it 山 j 乂 07 乂 a 0 

b ) 第一种颜色对為着色，央对不相邻 
结点為也着第一种色。 

c ) 对结点和它不邻接的笤第二种颜色。 

句 对结点和它不邻接的為，木#第三种颜色。 

因此 C ? 是三色的。注意《不可能是二色的，因为也相互邻接， 

故必须着三种颜色。所以 $0?) 二3。 

定理 7-6-1 对于 n 个结点的完全图有$ 06 Td = 林。 

证明因为完全图的每一个结点与其他各个结点都邻接，故 
»个结点的着色数不能 少于〜 又&个结点的着色数至多为 n , 故 

定理 7-6.2 设卩为一个至少具有三个结点的连通乎面图， 
则 d 中必有一斗结点 u , 使得 deg ( w ) <5。、 . 

-■ 证明设<?=<匕丑>, W \^ v t \ E \^ e t 若卩的每 t 个结 
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点都有 deg 〔 M )> 6 , 但因 

2 (v^ = 2e 

4-1 

故所以与定理 74.3 矛盾。 □ 

* 定理 7-6.S 任意平面图0最多是5~^的。 

证明给定平面图 <? = <F , ，对结点数 u 用归纳法 

a) 当 w = m 4, S 时显然成立。 

b) 设 《 = A 时成立，现考察十总由定理 7-6.2 可知，必 
存在 结点％ 使<1呢(《)<5,在图0中删去I得到 0 — {«}，由归 
纳假设知此时定理成立。现将《加入 到任一 {«} 中,若 d 堪⑼ <艮 
则与 w 邻接的结点数不超过4,故必可对《正常着色，得到一个最 

多是五色的图沒。 

若设与《邻接的结 

点，按逆时针排列为別，％, %, %, Vb , 
^ 它们分别着不同的颜色 Ct o s , c 3 , 

0 4j 0 Sj 如图 74.4 所示。令丑为 

(?一{分中所有着 Q 与 C a 色的结点 
集合， F 为 G —{«} 中着 G 与 <7 4 的 
所有结点的集合。 

I：若 W 与叫属 于结点集丑所导出子图的两个不同的连通 
分支中，将別所在分图中的 C 3 两种颜色对调，并不 影响图 
<?-{«} 的正常着色，然后柱《上着 A 色，即得图 (？ 是五色的。 

n : 若 w 与巧属 于结点集丑所导出子图的同一个连通分支 
中，那么从 叫到％ 必有一条路 p ， p 上的各个结点都是着 Ci 或 
Q 色。路尸 与边 ( K 听)、 —起构成了一条回路矣它包围 
了如或％但不能同时包围％和％，故％和叫分別属于结点 
集 F 所导出子图的两个不同连通分支中。因此在包含％的连通 
分支中将仏和仏颜色对调并不会影 响沒一 {«> 的正常着色，那 
样，点处与％都着了0 4 色，故对 W 着0 3 色，即可得到五色 
图沒 0 o 
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图 7-6.4 



7 - 6 习厘 

(1) 画出图 T -6.5 中各图的对偶團。 



<^) - ib ) ⑷ 

m 


/(2> 求出上题中对各图的面着色的最少色数。 

〔3)用韦尔奇■鲍威尔法对图 7 - 6 . 6各图着色，求图的着色数％ 



圉 7-6^6 

⑷证明若图沒是自对偶的，则-2。 

(5) 假设图沒中各结点的度数最大为\证明欢 其中⑼ 7) 
是图 G 的着色数^ 

(6) 证明一个无向图能被两种颜色正常苕色，当且仅当它不包含长度为 
奇数的回路。 

(7) a ) 一个完全图^^的边涂上红色或蓝色。证明对于任何一种随意 
涂迈的方法，总有一个完全图的所有边被涂上红色，或者一个瓦 3 的所有 
边被涂上蓝色。 

W 证明六个人的人群中，或者有三个人相互认识或者有三个人彼此陪 

生。 ， 

C ) 对于 n 个结点的完 全图& 的边，随意涂上红色或蓝色，证明如果有 
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6 条或更多条红色的边关联于一个结点，则存在着一个各边都是红色的 ^^或 
者一个蓝色的欠3。证明如果有4条或更多条蓝色的迨关联于一个结点，則 
存在一个红色的或者存在一个蓝色的 k 3 。 


7-7 树与生成树 

I 

树是图论中重要的概念之一，它在计算机科学中应用非常广 
泛,这里将介绍树的一些基本性质和应用。 

定义 7-7.1 — 个连通且无回路的无向图称为树。树中度数 
为1的结点称为树叶，度数大于1的结点称为分枝点或内点。一 
个无回躋的无向图称作森林,它的每个连通分图是树。 

定理7 - 7.1 给定图 A 以下关于树的定义是等价的。 

(1) 无回路的连通图。 

(2) 无回路且— 1,其中 e 是边数， v 是结点数。 

(3) 连通且0=”一1。 

(4) 无回路，但增加一条新边,得到一个且仅有一个回路。 

(5) 连通,但删去任一进后便不连通。 

(6) 每 一 对结点之间有一条且仅有一条路。 

证明 C 0= K 2) 

设在图『中，当_2时，连通无回路 ， T 中边数 e = l , 因此 
e ^ v — 1 成立。 

假设 ^k-1 时命题成立，当《 =々时,因为无回路且连通,故 
至少有一条边其一个端点^的度数为设该边为(《, 涮去 

结点便得到一个个结点的连通无回 路图： T , 由归纳假 
设，图俨的边数 〆 =/一1=0 — 1) 一 1=4-2, 于是再将结点《 

以及关联边（％ _加到图 f 中得到原图此时丨的边数为 
6=6^ 4-1= ( A —2) —结点数 V == / +1 = (fc 一 11 = 

故沒 -^ — 1 成立。 

( 2 ) 4 ( 3 ) 

若! T 不连通，并且有无个连通分枝因为每 
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个分图是连通充回路,故它们是树。设 氕有％ 个结点，这里奶<% 

八有 h — 1条边，而 

汩 =+ Ts + - ■. + 汜 fc 

6— (Vi 一 1) 十 (Va — 1) +* ‘‘ 十 ( 史 t 一 1) = V 一 k 

但8=^_1,故这与假设 卩是不 连通即相矛盾。 

(3) 今⑷ - 

若 r 连通且有 1?— 1条边。 

当切= 2 时 ， e = v — l — X t 故 T 必无回 路。’ 如增加 一 迫得到 

且仅得到一个回路 ^ 

设1时命题成立 D 

考察时的情况，因为 y 是连通的， 0=* — 1。故每个结 

点 w 有 degCw )> l , 可以证明至少有一个结点使<1%(«0)=軋 

'若不然，即所有结点 w 有 deg («)>2 则 2 a >2 勿即与假设 

e = — 1矛盾。删去％及其关联的边，而得到 新图匕 由归纳隹设 

可知 r 无回路，在 r 中加入叫及其关联边又得到乃 故 r 是无 

回路的，若在连通图 r 中增加新的边(吻， W ), 则该边与 T 中力到 

%的一条路构成一个回路,则该回路必是唯一的，否则若删去此新 

边 3 y 中必有回路，得出矛盾。 

⑷ 4(5) 

若图 F 不连通，则存在结点 Mi 与叫， 在％ 与叫之间没有路, 
显然若加边{叫吻}不会产生回路，与假设矛盾。又由于 r 无回 
路,故删去任一边，图就不连通。 

( 6 ) ^ ( 6 ) 

由连通性可知,，任两结点间有一条路，若存在两点，在它们之 
间有多于一条的路，则 F 中必有回路，删去该回路上任一条边，图 
仍是连通的，与 (5) 矛盾。 

⑹ -K1) 

任意两结点间有唯一条路，则图 T 必连通，若有回路则回路 
上任两点间有两条路，与 (6) 矛盾 3 □ 

定理7 - 7.2 任一棵树中至少有两片树叶。 
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证明 WUT =< V , Ey f \ V \= v t 因为 r 是连通图，对于任 
意 Vi € T f 有 degOO>l 且2 deg ( v t ) =2 (\V \ -1) =2® —2 若 T 

中每个结点度数大于等于 2, 则2：如 g (%)>2 A 得出矛盾。 若 T 
中只有一个结点度数为1,其它结点度数大于等于2,、则 

21 d©g > 2 ( 匁 一 1) +1 w — 1 

得出矛盾。故 T 中至少有两个结点度数为1。 □ 

有一些图，本身不是树，但它的子图却是树， 一 个图可能有许 
多子图是树,其中很重要的一类是生成树。 

定义 7-7.2 若图 (？ 的生成子图是一棵树，则该树称为(？的 



Q 


d 


生成树 

设图口 有一棵生成树 a 则7中 
的边称作树枝。 

图卩的不在生成树中的边称作弦 
所有弦的集合称作生成 树？ 7 的补。 
在图 7-7.1 中，可以看到该图的生 
成树 T 为粗线所表达。其中 t 以％% e 3 都是 T 的树枝，％ 
〜抑是 T 的弦，%和}是生成树 r 的补。 

定理 7-7.3 连通图至少有一棵生成树。 


e« 


图 7 - 7 . 


证明设连通图卩没有回路，则卩本身就是一棵生成树。若 
卩至少有一个回路，我们删去 <7的回路上的一条边，得到图 
它仍是连通的并与卩有同样的结点集。 若拓没 有回路，则 (9^ 就 
是生成树。若仍有回路，再刪去回路上的一条边，重复上 
述步骤，直至得到一个连通图忍，它没有回路。但与有同样的 
结点集，因此丑是 卩的生 成树。 □ 

由定理 7-7.3 的证明过程可以看出， 一 个连通图可以有许多 
生成树。因为在联定一个回路后，就可以从中去掉任一条边，去掉 
的边不一样，故可能得到不同的生成树。 

例如在图 7-7 j ( a ) 中，相继刪去边2、3和就得到生成轉 
5\如图7-7.2(6),若相继删去边2、4和6,可得到生成树 A 如 
图 7,7.2( c )。 
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假定 G 是一个有 n 个结点和 m 条边的连通图，则 G 的生成树 
正好有 n — 1条边。因此要确定没的一棵生成树，必须谢去0的 
m — {n — l ') - rn — n -\- l 条边。数 ra - hl 称为连通图 （？ 的 

秩。 

定理7_7.4 —条回路和任何一棵生成树的补至少有一条公 
共边。 

证明若有一条回路和一棵生成树的补没有公共边，那么这 
回路包含在生成树中，然而这是不可能的，因为一棵生成树不能包 
含回路 □ 

定理 7-7.5 —个边割集和任何生成树至少有一条公共边。 

证明若有一个迨割集和一棵生成树没有公共边，那么晒去 
这个边割集后，所得子图必包含该生成树，这意味着舾去边割集后 
仍是连通图，与边割集定义矛盾。 4 □ 

下面我们讨论带权的生成树。 

设图 G 中结点表示一些城市，各边表承城市间道路的连接情 
况，适的权表示道路的长度，如果我们要用通讯线路把这些城市發 
系起来，要求沿道路架设线路时，所用的线路最短，这就是要求一 
棵生成树，使该生成树是图0的所有生成树中边权的和为最小。 

现在讨论一般的带权图情况。 

假定 G 是具有〃个结点的连通图。对应子0的每一条边 A 
指定一个正数00)，把 0(0) 称为边 e 的权/ (可以是长度、运输 
暈、费用等)。的生成树： T 也有一个树权 0 CT ), 它是 r 的所有 
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边抆的和。 - 

定义 7-7.3 在图 G 的所有生成树中，树权最小的那棵生成 

树,称作最小生成树。 

定理7- 7.6( Kruskal ) 设图 G 有*个结点，以下算法产生 

的是最小生成树。 

a ) 选取最小权迈 b 置进数 1; 

b ) i —结束,否则转咖 ■ 

0) 设已选择边为 h 〜在(？中选取不同于& 

h 的边内+1,使如1，办，〜 ^(+ i } 中无回路且内+1是满足此 

条件的最小边。 

d ) £+1，转 b ) 。 

证明设为由上述算法构造的一个图，它的结点是图 G 
的 n 个结点， A 的边是化％ …， ^- 1 o 根搶构造， K 没有回路, 
由定理 7-7.1 可知 A 是一棵树，且为图的生;成树 Q 
下面证明3^是最小生成树。 

设图 G 的最小生成树是 A 若 r 与! F 0 相同，则是 G 的最 

小生成树。若？ 7 与％不同，则在 r c 中至少有一条边 ei+1 ， 使得 

内 +1 不是! T 的边，但〜~4是 J 7 的边。因为！ I 7 是树,我们在 

r 中加上边内+1,必有一条回路^而是树，所以 r 中必存在 

某个边/不在 K 中。对于树 r , 若以边 e i + t 置换/,则得到新的 

一棵树尸，但树俨的抆因为 r 

是最小生成树，故 C ( r ) 即 

O ( e i +1 )^ C ( f )>0 或 G ( e i +1 )> C ( f ) 

因为軋/是 f 的边，且在％…，牝 /} 中没有回 

路，故0^ +1 )>0(/)不可能成立，因为否则在％中， 自％% 

| 

•••，内之后将取/而不能取与题设矛盾。于是 C ^ +1 ) = C ( f) r 
因此尸也是 G 的一棵最小生成树，但是 r '与 A 的公共边比 r 
与的公共边数多1,用 P 置换咒重复上面论证直至得到与 
To 有 n -1 条公共边的最小生成树，这时我们断定是最小生成 
、树。 D 
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例如图 7-7.3 中给出一个賦权连通图，粗线表示按上述算法 
得到的最小生成树。 

以上算法中假设9中边权全不相同，实际上，这种算法完全 
适用于任意边权的情况，若有两条边权数相同，我们可以让其中的 
一条的权改变一个很小的量，因为 g 中边数有限，总可选择这个 
改变量而不影响最小生成树的最小性。 



m 7 - 7.3 图 7 - 7.4 


例如图 7-7.4 给出一个賦权连通图 TV G(^ f ^)=1, 

O = 2， G ( 而，疋 4) O ~^ (pit 

C ( p ^ ti 7 ^ o ) = C (^ i , * 4 ) =3, G ( x ^ } = 2 _, 最小生成树有通 

(^ 3 7 以粗线表承 。 A 的权 

cxn>=6 0 

7 - 7 习题 

(1) 当且仅当连通图的每条边均为割边时，该连通图才是一棵树。 

(2) —棵树有两个结点度数为4 —个结点度数为3 ,三个结点度数为 
4,问它有几个度数力1的结点。 

(3) —棵树有吻个结点度数为2,勿个结点度数为3 …， 〜个结点度数 
为匕 问它有几个度数力1的结点。 

(4) 设 A 和 A 是连通图 G 的两棵生成树， a 是在 A 中但不 在心中 
的一条边，证明存 在边匕 它在 A 中但不在 A 中，使得（心一时川伎}和 
{ T 2 -{&}) U 何都是 (？ 的生成树。 

⑻设 G =< K ， 奶力 连通图，且 M 私 证明：当且仅当 e 是<?的割边 
时，《才在 G 的每棵生成树中 t 

(6) 对于图7〜 7.5, 利用 Kmskal 算法求一棵最小生成树。 
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图 7-7.5 


7-8 根树及其应用 

I 

前面我们讨论的树,都是无向图中的树,下面我们简单地讨论 
有向图中的树。 

定义 7-8.1 如杲一个有向图在不考虑边的方向时是一棵 

树,那么,这个有向图称为有向树。 

例如图 T -8.1 所示为一棵有向树。 





定义 7-8,3 —棵有向树』如果恰有一个结点的入度为0,其 
余所有结点的入度都为则称为根树。入度为0的结点称为根, 
出度为0的结点称为叶,出度不为0的结点称为分枝点或内点。 

例如图 7-8.2 表示 一 * 棵根树 ， 其中 心1 为根，沿〜如 

为分枝点，其余结点为叶。 
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在根树中，任一 结点* 的层次，就是从根到该结点的单向通 
路长度 ，例 如图^8,2中有三个结点层次为1,有五个结点层次为 
2, 有三个结点层次为 3 。 

从根树的结构中还可以看到，树中每一个结点都可看作是原 
来树中的某一棵子树的根，由此可知，根树亦可递归定 义为： 

定义 74.3 根树包含一个或多个结点，这些结点中某一个 
称为根，其他所有结点被分成有限个子根树。 

这个定叉把《个结点的根树用结点数少于 w 的_树来定义， 
最后得到每一棵都是一个结点的根树，它们就是原来那棵树的叶。 

对于一棵根树,可以有树根在下或树根在上的两种不同画法, 
如图 7-8.3 所眾。 



医1 7-8. 


I 7-&3(a) 是根树的自然表示法，即树从它的根向上生长。 




图 74.S(&) 和图 7-8*3(c) 都是由树根向下生长，它们是同构图， 


其差别仅在每一层上的结点从左到右出现的次序不同，为今后 
要用明确的方式，指明根树中结点或边的次序，这种树称为有序 
树 o 


设《是一棵根树的分枝点，假若从 a 到&有一条边，则结点6 
称为 a 的 “JL 子' 或称《为&的“父亲”。假若从《到 C 有一条单向 
通路，称 a 为 C 的“祖先”或0是《的“后裔”。同一个分枝点的“儿 
子”称为“兄弟”。 

I 

定义 7-8.4 在裉树中，若每一个结点的出度小于或等于 
则称这棵树为 m 叉树。如舉每一个结点的出度恰奸等于 w 或零』 
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则称这棵树为完全 m 叉树，若其所有树叶层次相同，称为正 Mm 



叉树。当饥=2时，称为二叉树。 

有很多实际问题可用二叉锊或怖叉树表 

不 o 

例如I和#两人进行网球比赛，如果 

一人连胜两盘或共胜三盘就获胜，比赛结束。 

图 7-8. 4表示了比赛可能进行的各种情况， 

它有十片树叶，从根到树叶的每一条路对 

应比赛中可能发生的一种情况 ，即： MM , 
MEMM, ME MEM f MEMEE^ MEE ， 

EMM, EMHMM ? EMEME, EMEE, 

EE 。 


® 似 我们要指出，任何一棵有序树都可以把 

它改写为一棵对应的二叉树。如图 74.50) 中的怖叉树可用下 
述方法改写为二叉锊。 
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图 7-8*5 



( J ) 除了最左边的分枝点外，删去所有从每一个结点长出的 

分枝。在同一层次中，兄弟结点之间用从左到右的有向边连接，如 
图 7-8.5 (6) 所示。 

( H ) 选定二叉树的左儿子和右儿子如下 : 直接处子给定结点 
下面的结点，作为左儿子，对子同一水平线上与给定结点右邻的结 
点，作为右儿子，以此 类推， 如图 7-8.5( c ) 所示。 

用二叉树表示有序裉树的方法，可以推广到有序森林上去，如 
图 7-8.6 所示。 




在树的实际应用中，我们经常研究完全 m 叉树。 

定理 7-8.1 设有完全 m 叉树，其树叶数为纟，分枝点数为 i , 
则 ( m —— 1 0 

证明若把你叉树看作是每局有 m 位选手参加比赛的单淘汰 
赛计划表，树叶数 f 表示参加比赛的选手数,分枝点数4表示比赛 
的局数，因为每局比赛将淘汰 ( m -1) 位选手，故比赛结果共淘汰 
( m - l ) i 位选手，最后剩下一位冠军，因此 O — 1)^ + 1= 夂即 
( m — l ) i = f — l 。 , 口 
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例理 1 设有38盏电灯，拟公闬一个电源插座，问需用多少块具有四插 
座的接线板。 

解将四叉树的每个分枝点看作是具有四插座的接线抵树叶看作电 
灯，则有 (4- i )—2 s - i , 一9, 所 a 需要九块具有四插座的接 线板。 

例埋2假设有一台计算机，它有一条加法指令> 可计算三个数的和，如 
果要计算九个数的和，至少要执行几次加法指令。 

解若把这九个数看作是完全二叉树的九片树叶，则有 (3- l ) i =9 — 1, 
所以,需要执行四次加法指令。 

在计算机的应用中，还常常要考虑二叉搏的通路长度问题。 
定义 7-8.5 在根树中， 一 个结点的通路长度，就是从搏根到 

此结点的通路中的边数。我们把分枝点的通路长度称力内部通路 
长度,捃叶的通路长度称为外部通路长度。 

定理 7-8.2 若完全二叉搏有》个分枝点，且内部通路长度 
的总和为 I ，外部通路长度的总和力 ^ ^则 

E = I+2n - 

证明对分枝点数目 n 进行归纳。 ' 

当 n = l 时 ， E = 2 , J -0, 故五= 1+2界成立。 

■ 

假设总一 1时成立，即， = — 1)。 

当 n = A 时。若删去一个分枝点％该分枝点与根的通路长 
度为 L 且 w 的两个儿子是搏叶，得到新树尸。将 P 与原树比 
较，它减少了二片长度为 f +1 的捋叶和一个长度为 i 的分枝点， 
因为穸有 0 — 1) 个分枝点， 故丑、1，+2(卜1 )。但在原捋 
中，有见 +2( f + i )— 卜淤 + Z +2, 代入上式得 

五 一 Z — 2= J _ f +2 (A —1), 即 B ^ X +2 k 0 □ 

二叉树的一个重要应用就是最优捋问題。 ' 

给定一组权吨，奶，… ，叫， 不妨设设有 
一棵二叉树，共有 f 片树叶，分别带权%，叫，该二叉树 
称为带权二叉树。 , 

定义 7-8.6 在带权二叉捋中，若带权为叫的捋叶，其通路 

长度为 X (^) , 我们把 = i > 石 ㈣ ） 称为该带权二叉栲的 

4—1 
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权。在所有带权叫的二叉树中， w (5 T) 最小的那棵 
n , 称为最优树。 

假若给定了一鉬权， ， 叫，为了找最优树，我们先证 
明下面 定理： 1 

定理 7-8.8 设 F 为带权吣的最优树，则 

a ) 带权叫叫的树叶？ w 、是兄弟。 

b ) 以锊叶为儿子的分枝点，其逋路长度最长。 

证明设在带权 wi, …， 叫 的最优树中， w 是通路长度 

最长的分枝点，1的儿子分別带权和故有 

L { w ^ L ( u ^) 

L ( w v ) > L ( u 2 ) 

若 L ( w x ) > L ( M ，将切，与叫对调,得到新树 A _ 

w ( T r ) — w ( T ) — (L ( w x ) ( w ±) * w r ) / 

— (L ( w x ) • w il + L ( w 1 ) 

=L ( w r ) (切 1 丄 W r ) -\rL (^) ( w T — «?i) 

= (Wg—tvx! (L (^i) —L(w x )) <0 

即 CP)<wCT)， 与 T 是最优树的假定 矛盾。 故 

同理可证(购) 。 因此 

L (wi) ( w 3 ) = L ( w x ) = L ( w v ) 

分别将奶， w a 与叫， 対调得到一棵最优树，其中带权 切丄和 w B 
的树叶是兄弟。 口 

定理 7-8.4 设！ T 为带权 … 的最优搏,若将以 
带权 奶和％ 的树叶为儿子的分枝点改为带权的树叶，得 
到一棵新树则俨也是最优搏。 

证明根据題设，有 

w{T) {T f ) + 切 1+ 切 9 。 

若 P 不是最优树，则必士另一棵带权吨+心奶 ，…， w t 的最优 

树中带权 Wl + W 3 的树叶，生成两个儿子，得到 
新树钇则 

= w ( T tf ) +切 1 +购。 
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因为是带权切 1 + 购，切叫的最优树，故 

如果 w ( T 〃）< w ( T % 则 w (旁） < w ( r )， 与丨是带权奶，幼 3 ,，- % 叫 

最优树的假设矛盾，因此， 

w ( T ft )= w ( T f ), 

P 是带权叫 i + Wa 』 …，叫的最优树。 口 

根据上述两条定理，要画一棵带有 f 个权的最优树，可简化为 
画一棵带有 t - l 个权的最优树，而这又可简化为画一裸带有 t -2 
个权的最优树，依此类推。具体做 法是: 首先找出两个最小的犯值， 
设为 和吨， 然后对个权 ㈣ 叫求作 一棵最 

优树,并且将这棵最优树中的结点 卜奶 f 代之以 
依此类推。 

例理 3 设有一钽权 2、3、5、 7 i 11、13、17、19、23、29、丑、37、41。求 
相应的最优树。 

解首先组合2+3,并寻找5、5、7、11、…、41的最 优树； 然后组合 

5 + 5,依此类推。这个过程综 合为： 

335 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 

5 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 

10 7 XI 13 17 19 23 29 31 37 41 

17 11 13 17 19 23 29 31 37 41 

_ ■ 

17 24 17 19 23 29 31 37 41 

24 34 19 23 2& 31 37 41 
84 42 29 31 37 41- 

31 42 53 31 37 41 

42 53 65 37 41 

42 & 8 65 78 

95 65 78 

95 143 

233 

它对应的最优樾如图 7-8. 7所示。 
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二叉树的另一个应用，就是前缀码问題。 

我们知道,在远距离通讯中，常常用0和1的字符串作为英文 
字母的传送信息，因为英文字母共有26个，故如用不等长的二进 
制序列表示26个英文宇母时，由于长度为1的序列有2个，长度 
为2的二进制序列有 2 a .个，长度为3的有2 3 个，依此类推，我们 
有 

因此，用长度不起过四的二迸制序列就可表达26个不同英文字 
母。但是由于字母使用的频繁程度不同，为了减少信息董,人们希 
望用较短的序列去表示频繁使用的字母。当使用不同长度的序列 
表示字母时，我们要考虑的另一个问題是如何对接收到的字符串 
进行译码 r 
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定义给定一个序列的集合，若没有一个序列是另 一 

个序列的前缀，该序列集合称为前缀码。 

例如{000 7 001, 01, 10, 11} 是前缀码,而 { ；!„ 0001, 000} 


就不是前缀码 P 

定理 7 U 任意一棵二叉树的树叶可对应一个前缀码。 
证明给定一棵二叉树，从每一个分枝点引出两条边，对左海 


边标以0,对右侧边标以1，则每片树叶将可标定一个0和1的序 
列，它是由树根到这片树叶的通路上各边标号所组成的序列，显 
然，没有一片树叶的标定序列是另一片树叶标定序列的前缀，因 
此，任何一棵二叉树的树叶可对应一个前缀码。 n 


定理 7 U 任何一个前缀码都对应一棵:;叉树 
证明 


设给定一个前缀码， A 表示前缀码中 i 长序列的长度 


o 


我们画出一棵高度为 A 的正则二叉树，并给每一分枝点射出的两 
条边标以0和1,这样，每个结点可以标定一个二进制序列，它是 
由树根到该结点通路上各迨的标号所确定 ，因此 ，对于长度不超过 
A 的每一二进制序列必对应一个结点。对应于前缀码中的每一序 
列的结点，给予一冬标记，并将标 te 结点的所有后裔和射出的边全 
部删去，这样得到一棵二叉树，再删去其中未加标记的树叶，得到 
—棵新的二叉树，它的树叶就对应给定的前缀码 D n 


例如图 7-8.8 给出了与前缀码{000，001/01, 1} 对应的完 
全二叉树，其中图 (《) 是 高度为3的正则二叉树，对应前缀码中序 
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图 T-8.S 



列的结点用方框标记。图 (6) 是经删剪后得到的对应二叉树。 

逋过前缀码和二叉树的对应戋系,我们可知，如果给定前缀码 

对应的二叉树是完全二叉树,则此前缀码可进行译码。 

例如图 7-8. S (&) 中所对应的前缀码 {000, 001, 01, 1}，可对 
任意二进制序列进行译码。设有二进制序列 000100 U 011101001 
可译为000, h 001, 1, 01, 1, 1, 01, 001。 

如果被译的信息最后部分不能成为前缀码中的序列，可约定 
添加0或1,直至能够译出为止。 


7-8 习题 

a ) 从简单有向图的邻接矩阵怎样去决定它是否为根树。如果是根树， 


怎样定出它的_根和树叶。 

C 2) 求出七 应于图 7-8.9 所给出的树的二叉树。 


(3) 证明在完全二叉树中，边的总数等于 
2(^-1), 式中 〜是树 叶数。 

(4) 在一棵 * 叉树中，其外部通路按度与内 
部通路按度之间有什么关系。 

( 5 ) 给定权 1，4, 9, 16, 25, 36,说64, 
81 ^ 100 

a ) 构造一棵最优二叉树。 

b ) 构造一棵最优三叉树。 

c ) 说明如何构造一棵最优* 又树。 

(€) 构造一个与英文字母\ 41 e 



对应的前缀码，并画出该前缀码对应的二叉树，再用此六个字母构成一个英 
文短语,写出此短语的编码信息。 


(7) 设4是二进制序列的集合 o 我们将2划分成两个子集^^和本 t ， 
这里4是 A 中第一个数孛是0的序列的集合，^^是 A 中第一个数字是1的 
序列的集合。然后我们根据序列中的第二个数字将划分成两个子集，对 
也用同样方法加以划分。运用不断池将序列的集合划分珐子集的方法来 
证明: 如果 A 是前缀码,则存在一棵二叉树，其中从每个分枝点射出的两条边 
分别标号0和1,使得陚于树叶的0和1的序列是 i 中的序列。 

(S) 给出公式 ACOPV 仍 A1B) 的根树表示。 ' 
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第五篇计算机科学中的应用 


离散数学所涉及的咨个课题，已在数据结构、形式语言与自动 
机理论、可计算理论、编码、容错诊断、人工智能、算法分析等各个 
领域得到广泛应用。本篇就形式语言与自动机，编码这两个专题作 

S 

—个概要介绍。 
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第八章形式语言与自动机 

自动机的概念在1抑 6 年首先由图灵 （ A * M . Taring ) 提出， 

他设计的自动机称为图灵机。以后，丘奇 ( Church ) 提出了一个假 

设： 图灵机的计算能力代表着可实现的计算装置的基本范围。可 

■ 

以证明，任何能在电子计算机上实现的计算都能用图灵机进行描 
述。 

形式语言大约于1956年问世， N _ 乔姆斯基 (Noam Chomsky ) 
给出一种文法的数学模型。到了 1959年，乔欧斯基又将文法分为 
四类，即0型(:无限止)文法、1型（上下文有关)文法、2型(上下文 
无关)文法和 S 型(正则）文法。现在已可以证明，它们分别和图灵 
机、不确定的线性界限自动机、不确定的下推自动机和有限自动机 
等 价。随着计算机高极语言的发展，人们发现 ALGOL 语言可由 

上下文无关语言定义 & 因此，形式语言与编译理论有着密切的联 
系。 此外,形式语言作力一个广泛的数学模型，它描述了科学技术 
和各种工程中的变化过程。从此之后，研究工作相当活跃，形式语 
言和自动机理论相互渗透，紧密结合,使它成为计算机科学的一个 
重要分支。 

这些理论在编译程序理论、人工智能 、可 计算性和时序电路设 
计等领域中有着广泛的应用。 

本章主要介绍最简单的形式语言一正则语言以及有限自动 
机,给出化简有限自动机的方.法。 

8-1 串和语言 

p 

自然语言，例如英语，其任一单词和任一句子都是由26个英 
文字母和一些必要的符号连接而成，如 ： A language might be a 

given sequence of 0 J s and l } a . 
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字符串（串)就是“单词” ，句 子”的抽象。 

定义 8-1.1 任意个符号组成的集合称为字母表。字母表中 

■ 

的元素称为字母。一般用大写英文字母表示字母表，用小写英文 
字母表示字母。字母表可以是无限集，这里只考虑有限集。 

定义 H 2 由字母表 r 中有限个字母组成的序列称为宇母 
表 r 上的串（行)。常思小写希腊字母表示串，串 w 中所含的字母个 
数称为串的长度，记作41。 

例如， a i ^： V J Ki < h t 是 F 上的串』且14 =*o 
不含任何字母的串称为空串，记作\它的长度|叫=0。 

例1 大写英文字母表 Vf { A t 圪 O t 2 }，小写英文宇 
母表 F 3 ={>, 0, …，屯 二进制字母表 F 3 ={0, 1} 及符号集 

h 都是宇母表。 computer 是上的串， 

长度是\ 1100100010是上的串，长度是10。 X 是任一字母 

表上长度为0的唯一串。 

给定字母表 C 我们曾将笛卡尔积 rxri … xr 记为户。 

里然 

I V, Ki^k} 

令《 = o 是 r 上长度为 A 的串，因此，中每一元素与 

—个长度为无的串 一一 对应，这样，就可用 F 1 表示所有长度为灰 
的串组成的集合，即 

F fc ^ Vl | w | =*} 

mm , 把看作是只包含空串的集合，用大写希腊字母 j 表 
示。 

集合 F ^^ U ^={^1 WI >1} 

^ = 1 

是字母表 F 上所有非空串的集合。 

集合 r ^ iZjF *={6> iM > o } 

*=0 

是字母表 r 上所有串的集合。 

I 


〆 
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例 « 1 O ) 已知求 F * ; 

( b ) 已知 1 }， 求 TF % TP 和 W 3 ; 

< c ) 求 CJ * 和 J 3 +。 

n 

解 （ a ) = { aa }^ F 3 ={ aa«} J F "~ ■ *«}■ 

, n 

F + = {a} U {aa} U {aaa} U … U {da-..a} U *- = {a n |«^l} 

n 、 

严 * 

其中 ot n =Oa … Gt 

V^^AU F + -{« n | n > 0 > 其中 a°^X 

( b ) TF ° - { A}=^1 

1 } 

W^= {00, 01, 10, 1I> 

Cc > 0 *= dU0U 铲 UP 3 U … 

0 + 0 y U p 3 u …; =：0 

对于有限宇母表 r , 因为 r 1 , r a , …， 是有限集，而 
V 、 f •都是可列个有限集的并，所以，它们是可列集。 
v * 上有一个基本的二元运算一连接 a 
定义 H . 3 给定代数系统 < r ", 。>,其中。是上的一个 

二元运算。对于 F * 上的任意两个串 …如 和史〜 
^ 9 也是一个串，它前面是 0 >的符号轧紧接着是供的符号串，即 

二元运算。称为串的连接运算。我们可以将 6 )。 史简 写为娜。《 
称为卿的前缀，当 a > 称为真前缀。史称为卿的后缀， 
当 a ># A 时， 史 称为真后缀。 

定理 8-1.1 代数系统 < V % =>是一个独异点，且 

|_丨 = | w | + |沪| 

证明岣对任意非空串叫设 

0) … Wfljj p = 免 1 V2 … V* 

那么 6 ) 0 沪=«!处 

即关于运算。是封闭的，且| 0 >。炉| = m - n = t ^| 4 -|^| 0 
如果叫史中有一个是 空串& 例如设显然 
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且 屮 I = I 卩卜 | w | + )^[ 

当久时，也有 6>。 沪 Gl 7 % \&^( p \ = |«| + Vlo 
' b ) 对任意 的叫朽 ^ v % 显然，即 

关于运算。是可结合的。 

o ) 对于每一 見然，咖入=入。6)=叫因此，空串入是 


幺元。 

所以，代数系统 < v \ 。>是一个独异点，此独异点是不可交換 
的。 n 

例 *3 给定代数系统 ( V % o ) 和研，+〉，对于任一串 acv \ 建立 
从 F * 到及的映射/,/⑷ = 证明/是亇'。>到<况 +) 的一个满 

同态，且当 | TM =1 时,/是同构映射。 

证驵对于 P 中任意两个串 ot 和民由定理 bl . l 可知 

|戊。/3卜 | oc |+ | J 9[ 

所以 /( aoJ 0) = |al + | J 31 ^/( a )+/0> 


ft 


此外， /( 入>=9,对于任一正整数冷 e 圪如果 ae l 则 f ⑽… a 卜〜所 


n 


以， /( ⑽…〜/是 V ,。>到珂，+>的一个满同态 






当 V 1=1 时，设 f ( aa ^^ /( A )=0, /是一个 双札因 


此，/是一个同构映射 




h 

_连接运算。是可结合的，故而我们珩用表示 
如的 * 次重复连接。当 = 0 时，定义 

定义 8-1.4 对于 F * 中任意一少串03 =灼如…〜称串 
^*■*^3^1 为串以的逆，记为0>'。 

求逆运算是一个一元运算,不难证明它有下面三条 性质： 

1) V = A 

2 ) (cjy=<o 

3 ) 当 = 时， 
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一个串 ^ 当0 = 0/时 ，称为 回文，例如英语中的 deel 法语 
中的 elle 等都是回文。 

定义 8~i.6 设 f 是一个有限字母表。 r* 的任意一个子集 
称为 K 上的一个语言。 ’ 

我们常用大写字母 i 表示语言。字母表 K 上所有语言组成 
的集合是 p 的所有子集组成的集合，即幂集沪 y), 因此， r 上 
的一个语言 i 也是夕 (K? 的一个元素，1€夕(厂0。因为 K •是 
可数集，故所以， i 或是有限集或是可数集。当 
F 子0时， K { 0 ^( y ^^^ 故 F 上所有语言组成的集合是 
不可数集。当7 = 0时， ）7 上的语言只有一个，即黾称为空语 
言。 


例2设 7 = 0} 是单字母表。那么，语言 

L ={ a ^\ k^Oy 

包含所有由 * 组成的串，即^ aaa ^ …}。 

例3设 K ={0, 1}。那么 ， 

^!={(01)" 卜 >0} = {\01, oioi, oioim, …} 

^-{0 n l n [? z >0} = {\ 01, 0011, ooom , —} 

^3 = { 0 ^ 10 "(^> 0 }-{ 1 , 010 , 00100 , 0001000 , ■"} 

都是 F 上的语言,它们都是可数集。 

因为语言是集合，所以，集合上的运算，如并、交、补 >差都可作 

为语言的基本运算。语言是由串组成的，串的连接运舞亦可推广 
到语言上去。 

定义& ~1.6设 in A 是宇母表 r 上的两个语言。将心中 
每一个串后面连接上中的一个串，所有这种串组成的集合/称 
为语 言為和 A 经连接运算。而得到的语言，记为厶。1^或简 
写为即 

例4设 6}， = ab ) t L ^={ a l ： bb } 0 郎么， 

L X \J = ab f bb } ， ^ 
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L 1 L 2 — bb t aa r abb y aba^ abbb} 

aa 5 aab ? bb t bba t bbab} 

注意，一般说来， L 山 ，即语言的连接运算是不可交 
换的 。 

定理 8-1.2 设 r 是任意非空有限宇母表，代数系统 
( F *) , ◊是一个独异点。 

证明它的证明类似于定理 8-1.1, 。>的幺元是 

其余 从略。 □ 

定理 8-1.3 设為尽 C 和刀是 r 上任意语言,那么有 

( a ) AA. = A.A. = >i 

(b) 如果乂 g 見 G^D r 那么， AO^BD 
( o ) A ( B [ JO )= JB\JAG 

(d) (B\JO)A = BAUGA 

( e ) A(Bf]0)^ABf]AG 

( f ) (Bf]C)A^BAf]OA 

证明 （ b ) 设托 AG r 则有卜峰 其中沪€0 0 而 
G ^ D f 所以， B , 即卜 因此 

AG ^ BB 0 

(o ) 先证 JBUAG^A(BUO) 

因为 O ^ B \ JG f 由 ( b ) 可知 

AB^A(B\JO) t AC^A(B[JO) 

所以 ABUAO^A(BiJO) 

再证 A(B[jG)^AB[jAG 

设屮 GiCBUC ), 则 有屮一 卿，其中 g >€ BVO , ^ 

s 

时，有屮 G 崖战 当沪 €0时』有屮所以 ， 

A ( B [ JG )^ AB { J^O 

由上可知 A ( B [)0)- AB[jAG 

( a ), ( d ), ( e ), ( f ) 的证明留作 练习。 口 

我们约定 j 40=-0 A — 0 > 

注意： 空集 0 和以空串 A 为唯一元素的集合 2 不能混为一块，空 
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*0 是一个不包含任意元素的集合,而 d 是以空_ X 作为唯一充 
素的集合。 

例5设乂 = { a }, 5 = {5 a } ^ O ™{0 j ob \ 是 K = { a , 6 ， o } K 

的三个语言。那么， Af]B = 0 , (7(』 fl 及 ）=00 = 0, 而 

GA, = {pa f oba} t GB = ^eba f obba)- 

因 ifc G ( Af \ B ) i = OAr\GB 

与串的逆运算一样，我们也可定义语言的逆运算。 

定 XUL 7 设 i 是宇母表 r 上的一个语言， i 中每一个串 
的逆组成的语言，称为语言 i 的逆，记作即 

" = {〆 | 沪 € Z} 

当石="时， i 称为镜象语言。 

显然，由回文组成的语言是镜象语言，但其逆不真。例如, 

i ={01, 10} , i 是镜象语言，但£中任一串都不是回文。 

* 

语言的连接运算是可结合的，我们可用表示 
语言 i 的石次重复连接。当 A = 0 时， 

因为字母表 r 上语言的连接运算是封闭的,所以 p ( a > o ) 仍 
是 r 上的语言。 




称为 z 的 * [ tt ] 闭包。 

i+= 0i^=iUi 3 Ui 3 U … 

称为 i 的 + 闭包。 

显然，工 # 与工+有下列关系 

#• 

i *= i+LU 

定理 m 设 2 和£是 r 上的语言，。那么有 

( a ) n^O 


[注]一元运昇 * 称为 Kteene star. 
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(b) n>l 

(o) n 

(d) m 

(e) 

(f) (A^B)=^(A + ^B + ) 

(g) AA 、 -A，A = A+ 

(h) = 

(i) (A ^)* = A*A* - A 9 

Cj) (O、 ⑷ w 

(k) = 二乂十 

( l ) (A*B^y^ (A[jBy-(A*{j^y 

证明 ( a ), ( h) f ( o ), ( d ) 的证明都是显然的，从略 D 

(e) 因力崖 GS , 所以 A^B\ ^ 可证 

0 把，即乂 •es% 

»-0 n = Q 

co 与 0 ) — 样可证。 

(h) 因为 # = 所以 

其中 ft 是一个正整数。 

(1 ) 证明 01^5.)*= UB)* 

① 先证 (A*B*y^(A[jBy 

A^A\JB, A*I^ (A[jBy 

同理 (A U B)\ A*B*^(A[jBy(AUBy 

由 （ i ) 可得 A # B*^(A\JBy t (A*B*y^((A\jB)T 

由 (0 可知 （(4 U B) 0 u (乂 U B) * 

所以， (A*B*y^(A[)By 

② 再证 \ (A u B) * 

由 （ a) 可知 A^A% 由 （ o) 可知因而 AQ A*B\ 
同样有 』 U 由 （ e ) 可知 


UU^)*E (A*B*y 
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萁它证明留作习题。 □ 

例題 3 设试找出 F 上语言次使 # 

、 解因为，。若从 } ，就有 Ae 』％ 即 Ae 』。 所 

VX A ^{ k ^ a} Q 此肘 

而 A * - { A } ={ a "|^ l } 

8-1 习篾 

Cl ) 设 & 〆 }, 求户，卩。 

(2) 给出有限字母表 run 。 

( 3 ) 设 F 是有限字母 ‘ ， \ V \^= n a 建立映射 

/； V*^N 

其中 / W =0 

r ^ er * 

/(coca) ^=7»/(to) +A(a)< <x£V 

U : 7 —二是一个双射函数 
证明： / 是双射函数，由此可知 P 是可列集。 

( 4 ) 简化下列式子 
a > 摩 

b> A* 奶 

c) 』 *u 卩 * 

d) (0 ⑽ * 

( 5 ) 设 F 是字母表， Z 是 F 上的一个语言。 定 XV 上的一个关系 
〜 泠当且仅当对 所有叭 有 

I 

(jjjcup £ i) 肖 (0 >私 € Z«) 

证明〜是一个等价关系。 

( 6 ) 证明定理 S - 1 . 3 中未证部分 a 

■ 

⑺设 A ^\ X f 0 }, 5 ={ 0 , 1 } 0 列出下列集合的所有元素： 
a > A a ； b ) 5 a ； c ) AB ； d ) e ) B *。 

( 8 ) 设 i 是字母表 r 上的语言。证明 

a ) L m L n = ^ 其中 n >0 

b ) ( i m )"-= J > n ， 其中 

C 9 ) 证明： 如果那么反之成立吗？ 
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(10) 证明定理 8-1.4 中朵诳部分。 

(11) 证明： 如果 i 是镜象语言，那么 C 也是镜象语言。 

(12) 给定语言^ 令 如果 L 是镜象语言，£必是镜象语言 
吗？反之，如杲£是镜象语言 t i 必是镜象语言玛？ 


8-2 形式文法 

4 

形式语言中任一句子类似于自然语言中的句子，可逐次应用 

| 

文法规则构造而成。 


例1英语中句子 


Jack and JilL ran up the hill* 

它由两个短语组成 

〈主语 > 〈谓语> 

Jack and Jil] ran up the hill 

该句子是应用下列规则而构成的： 

1. <句 子〉—〈主语 >< 谓语〉 

2. < 主语〉— 〈名词短语〉 1 

3. 〈名 词短 语〉—〈名词 > 

4. 〈名 词短语〉— 〈名词 >< 连接词 >< 名词短 语> 

5. 〈连 接词〉一 and - 

6* 〈名词〉 — Jack ' 

T . 〈名词 > — 

8. 〈谓语 > — < 动词 >< 前置词短语 > 

9. 〈动词〉 — ran 

10- 〈前 置词短 语〉—〈前置词〉〈冠词〉<名词〉 、 

11. 〈前 置词 」 

12. 〈冠词 > —the 

13. <名词〉 — MU 

规则 1 到 13 构成了一个文 法^ 我们给出的句子是此文法产 
生的句子之一。它的结构，可由一棵树来描述，如图 8-2.1 所示。 
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此文法也能产生 

Jill and Jack ran up the hill. 

Jack and Jack and Jill ran up the hill. 

Hill ran up the Jack. 

等句子。其中有些句子在英语中是无意义的，但在形式文法中，我 
们并未要求保证只生成有意义的句子。 

例 2 考察 ALGOL 中的賦值谱句 a = (1+(0 +®)) 组成此 

语句的字母表是0, 1，+，：^ C )}, 它的文法规则是 

1- 〈语句 >—< 左部〉〈表达式〉 

怎： = (1+ (0+®)) 

2- 〈左部>4〈标识符〉 ：， 

3. 〈标 识符 >4 尤 

4. 〈表达式>—〈算术量〉 

5. 〈算 术量 > — 〈项〉 

6 -〈项! >—( 〈表适 式〉） 

7 - 〈算术量〉— <项> + 〈算术 量> 

8. 〈项 > — 1 
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9. <项> - >0 
10. 〈项 >— 〈标识符> 

如果引进一呰记号，汉表示 〈语句乂 Z 表汞 〈左部>,月表承 
〈表达式〉， I 表示 〈标 识符 2 表示 〈算术 量〉， r 表示 〈项 X 那 

么，上述十条规则可写成 

1 . S^L£1 

2. L->I: - 



3, I — 

4, 瓦 —A 




5. A^T 

6. I 7 —(五) 



V. A-^T-hA 
8. ^->1 
9. r —0 
10. T—I 

规则 l 到 10 构成了一 
个文法。我们给出的陚值语 



句是此文法产生的句子之 

一。 它的结构，可由一棵树 
来描述，如图 8-2. 2所示。 

此文法还可产生其他賦 
值语句，倒如®: =1，=6 

広：= (0+ (1+(0+ (1+怎)））） 

等。 


A 



A 



T 


8^ S *2 



从上面例子可以看到，一个文法必须要有三个主要 部分： 

1 . 字母表：表中的字母称为终结符，因为通过文法规则，最 
终得到的句子只能含有这些字母，这种字母表称为终结符集。 

2. 一 个中间字母集，称为非终结符集。 

3. 文法规则或生成式集合。 

定 XH 1 —个形式文法是四有序组 
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0 ^ ( V St V Tf P t < r ) 

其中 Vs 是非终结符集； > 

是终结符集； 

P 是生成式集； 
o ■是开始符。 

V s nV T ^ 0 f P 中每一生成式形为 

0£->/3 

其中 « = 

^=< pta 4 j 

扒也 W 是字母表 (FxUF r ) 上的一个串，它们也可能是空串。 
Z 是一个非终结符。 

定义 8-2.2 令 ( F& r r ，P, 0。集合 (F w UK r 广中的 
符号串称为句型。如果/3是 G 的一个生成式 ， u — 9^及 
二=列8办是句型，称 G 是0的直接派生，记作如果％ 
0>2，...， 0U， 是一串句型，其中、 0>1 44…4叫，称 ft*« 可由叱 

派生得到或称 叫是 叱的派生,记作叫4吗。 

定义 8-2.3 文法<?生成的语言记作它是由 cr 派生 
得到的所有终结符串集，即 

L { G )={^ VtW ^} 

例3 G t = { V Sf V Tf P } a ) 

r^=M t Vt={0 } 1} 

P- cr—^Ocrl, <7—01 
那么 L ((?!> = {WI n > l } 

例 4 0 3 = ( V N} V Tf P f <r) 

{<r f A}/ F r = {0, 1} 

jP. <7 ― ^ 1 ， o" —— ^ Ocr 

那乌 L ( G 2 )-{ aoyi \ n > 0 } 

例 5、(? 3 = { V U} Vr f P, a) 

A } } V T ={ 0 t 1} 
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那么 

L(0^) ^ {1 (01)= {(10) n l| n^O} = L (A) 


例题 1 已知 = F T , P, <7), G }, V T = {a, 6, a } 


Pt 

(1) <j aaBG 

(2) o - ^ aBC 

(3) GB—BG 

(4) aB—ab 

(5) bB—bb 
⑹ bG—bc 
f7) cG ^ cc 

求证 

证明 


cr :寺 f 

— a n ( HC) n 
^ a r - B ^ C ' 

二 ㈣ 吧" 

^ a n b n cC n ~ l 

* 

=> a n b n c n 


(用生成式 a)> 
(用生成式 (2)) 

〈用 生成式(3)> 
(用生成式(旬) 

(用生成式(5)> 
(用生成式 (6)) 

(用生成式(7)> 


例如的派生过程是 

<7=^ aaBC ^ a^cBOBO ^ a^BCBCBG 

a s BBCGBC a^BBCBCC ^ a^BBBCGO 

^ a^bBBGOC => a^BCCC ^ aWCC 

I 

a 3 b^cGG a 3 E> 3 c 2 C ^ a 3 i> 3 c 3 


例题 2 已知& -( F 奶； T 。 P , < r 乂 A, B }, ^-{0, 1} 

P ： <7— OB 2—1 以 

tr —^ 1 j 4 s —> X 

s 

A — 0 B —^ 1 <t 

-> 0 a B OBB 

求证是由相同个数的 0 和 1 所组成的 Ff 中所有串的集合。 
证明令沁表示串^中0的个数，沁 (《 表示串 w 中1的个敢 o 我 
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扪对中的 6) 长度作归纳证萌。 

(1) 当且仅当恥(吣=沉1(01) ' 

n 

(2) 当且仅当沁 ( o >)= i ^(6)) + l 

(3) 当且仅当 Z ^ 0 ( o >) + l - itfi (^) 

若丨因有2 — 0, 1,且从 a 不能派生出长度为1的终结符串，同 

样，从 d 和 S + 不可能派生出除0和1之外诠度为1的串来，所以归纳基成 
立。 

设|以| — 1时成立 ， 当时。 

(1) 若叫則派生是以0003或</ — 1 A 开始，若 a — 0式则 w = 
| ti > i | ~k—X^ 由归纳假设可知， ( t ^ i ) +1 ^ N±(<A>{) f 所以 

N 0 (o) 口 NoM +l=^i(a>i)-^i(w) 

若 cr — l 冷可以类似证明。 

反之，若 且及。=况 1( 如)。 ^^- 0 o) it |tail=Ar - 1， NqC ^ 4- 

1=的(叫)，由归纳假设有 B=iwi > 故我们有 = 若公口 1叫， 

可以类似证明。 

(3) 若 2‘ a >， 则派生是以 j — ■或 1 AA 开始。若 A — 0 C 7, 
则 < i ) = Otx > i t \ 0 ^\ 且 cr 二叫，由归纳假设可知，风(吻）=的(0,所 

\ u >±\ |^1 <*-1, 且义 ‘叫叫，由归纳假设可知， 

的《) = 叫(叱）+1/ 凡(叫） — ^ iC ^) +1, 

所以 

叫(⑴）+1 + JV ^( cft ?2} 

反之，若 1 ⑴[ = \ 丑凡0>0=况1(0>)+1。若 w = 0^> i , |^|^ A — 1, 

J ^ o (^> l ) -1^^1< C 0) 由归纳假设有 <7^ d > l , 故我们有 

« 

^4 =# Oct ^ 0 a>i = ( i) o 

若 40 = lo > i , N ^ = ^ o (^) = JVi ( t 4>) 4 'l = ^7 i ( a > i ) +2，必有的， 

^0(叫） = 况1(叫）+1， No ( oh ) = ^ iC ^ a ) +1 j ! a > a |< A ； — lj | ( Ja | —1, 由归 

纳假设有 A 4 6)3 ，-A 故我们有 lij ^ a ^^ la )^ tji)a — la > i — cl > 0 

(3) 的证明与 （2) 类似。 

从上面的讨论可知 ，一 个文法所产生的语言，主要由生成式来 
决定 o 
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卞面讨论文法的分类,形式文法可以分为四类： 

(A) 无限止文法 (0 型） 

无限止文法是最普遍的一类文法,在它的生成式 ^ 
中，^可以 是人， 因此，如果句型芦是由句型《应用 平騎一辦生 
成式而得到的派生，那么，1«|>|州，这种规则称为缩减规脚，只 
有0型文法能缩减。由0型文法产生的语肓称为0型语言。 

( B ) 上下文有关文法 (1 型） 

此文法要求所有的生成式中->界4中，⑻\即要求所 
有生成式是非缩减的。因此，在1型文法中，如有 

0>丄 O …今叫 

则 ^ | oji | € |吻| |^>*| 

由此可知，如果 g 是上下文有关文法，当且仅当 g 
包含 <7 — A 生成式。由1型文法产生的语言称为1型语言 Q 

在例題1中，将生成式⑻ CLB —SC 改写为2>足 DS 
—D 足 BE — BC , 那么，它就是1型文法。 

(0) 上下文无关文法 (2 型） 

it 文法要求所有的生成式炉屮—中，屮=屮=久且—入, 
即它的生成式形为 


A^o> (ou^X) 


在此文法中，所有生成式左端是一个非终结符。与上下文有 

关文法一样，当且仅当口包含生成式 <7—人。由2型文 
■ 

法产生的语言称为2型语言 D 
、 上而例3和例题2中的文法都是2型文法。 

( D ) 正则文法 (3 型〕 

正则文法是上下文无关文法的一种特殊情况，它要求所有生 
成式^中， w 至多含有一个非终结符。 

所有生成式形为 


A^aB 或 -4 —>a 


其中牟 sev ^ aev T 的文法称为右线性文法。 
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所有生成式彤为 

2 Ra 或 A^-a 


其中龙 B € V Nj 的文法称为左线性文法。 


右线性文法，左线性文法都是正则文法。由正则文法产生的 

■ 


语言称为芷则语言。当且仅 
当<?包含生成式 

上面例4的文法是右线性文法, 
例5的文法是左线性文法。 

以上讨论的四类文法，它们相互 
之间的关系可如图 8-2 J 8 所示。 

前面已经提到，可以用树将某些 
语言中句子的派生过程清楚地显示出 
来 0 



m 8-2.3 


下面讨论上下文无关文法和正则文法的派生树。 

I 






o 
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图 S-2.4 



用开始符标识树根,派生过裎中的非终结符标识树的分枝点, 
最后得到的终结符串中的字母标识树叶，这样得到的树称为派生 
树。派生树的构造是按照派生过程逐步得到,如果已有 ( J * 

其中？^ G (h U V T ) % 它的派生树如图 8-2.4( a ) 所示。接着使用 
生成式2 —五 1 私… 凡，其中 A ^ V St U Vt ) , ( Ki ^ n ), 

并用图 8-2.4(6) 所示的子树代替标识为 2 的叶，得到新的派生 
树』如图 S -2. 4 ( a ) 所示。 

按照这种方法构造下去，直到所有叶都是以终结符标识为 


例通3给出上下文无关文法 TV , 0其中 r }, 

= p ： <y-> oT r T 7 7 —( 0 % 

T —()。 

求串 C )(()) 的派生过程及派生 




图 



8-3.5 


树。 。 

解串 （ x ( 〉）的派生过 程为： 

< j ^ aT ^ TT ^( )(<t) 

.、 ) OT ^( K ( )), 

它所对应的泡生树如图 S -2.5 所示 

串 （）（（）） 的派生过程不是唯一的， 
下面是它的另一派生 过程： 


<r ^ gT ^ ct(T)^o-(()> 

))^c xc )> 

k 

它对应的派生树与图 ^2.5 相同。 


对于正则文法，派生树的形式更为简单。右线栓文法所对应 
的派生树只能在右面衍生。左线性文法所对应的派生树只能在左 
面衍生。 


例题4构造例4和例5中文法所对应的派生树。 

J 解例4和例5分别是右线性文法和左浅性文法，它们对应的派生树分 
别知图卜2.6⑷和 C &) 所示 a y 
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m 8 - 2*6 


8-2 习理 


a> 给定文法爪 ; ih 其中 - 

P ： (j—Oaj <7—14 a—0 

OAj, IcTj 1 

描述 L ( G ), 写出 OOlOl 的派生过程并画出派生衍 0 

(2) 考察下列文法 

其中 Bl ： K , < T<Jj CF -* o 

( 何，{也 Pw) 

其中 Ps ： ty —> <JC€f^ <r ^ c 

a ) 描述 ， 

b ) 对每一语言，给出一个长度为 5 的终结符串的派生，并构造派生树。 

(3) 证明串是例题1中中仅有的终结符串。由此 
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可知，^ ^ f « > 1} o 

(4) a ) 构造一个左线性文法 G , 使 

b ) 构造一个右线性文法 A 使 = 叫 m >0} u { c "| f »>0}。 

(5) 设沒力一文法，且它的所有生成式的形式都是 d — 和叭 

其中 S e G 试证沒产生的语言 L ( G) 能由右线性文法产生。 

(6) 给出一个产生下列语言 

L ^{^\ o >^{0, 1}* 且 w 不含有两个相邻的 1} 的正則文法。 

(7) 给出一个产生下列语言2^{咖>€{0, 1}*} 的上下文有关文法 & 
(S) 考察下列0 型 文法： 

G^({<r, A, B, C, D, Eh {0, 1}, ^ a) 

其中 P ： <j^AB0 ABROAD 

AB—k DO^OD L >1 —ID 

E0-> OE El^lB A 

DC-> BOC EO— BW OS—BO 
IB—m 

描述并写出 01100110 的派生过程 D 


8-3 有限状态自动机 


上面我们用文法表示了语言，从本节起将用另一种方法 
识别器来描述语言，为此,现在我们先介绍有限状态自动机。 
考察一台信号转换器，如图 8-3.1 所示 



假设机器苋在时间卜‘ ~ h …工作，其中初始时间 *o 及 
时间间隔戽都是任意的。为了简化起见,常把它们表示 
为 （=0, 1, 2,在£ = 0时，将已知的初始条件作为初值，在以 
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后每一瞬间 6 通过输入信道，机器收到一个输入信号仓 
就产生一个输出信号 r(0, 通过输出信道输出。提供给机器的 一 
串输入信号 s ⑴ s (2) 称为一个激励 ; 所产生的输出符号串称 
为对于此激励的响应。 

所有输入符号组成的集合_称为输入符号集(输入字母表)，诂 
作&所有输出符号组成的集I称为输出符号集(输出宇母表)，记 
作足 

现实世界中的机器都可认为由有限个部件组成，且每个部件 
都有有限个状态。假设机器苋由及个部件组成，表示第 
»个部件在瞬间丨的状态，那么，在时间血的状态是一个及有 
序组 

极， M 总状态的最大可能数是所有部件状态数时积。若每一部件 

的状态数不桓过I ,则血的状态数不超过我们用？ (0 

表示屉在时间：的状态，即？(0=<产)(0, »*, q m m >, 

所有不同的？ (o 组成的集合称为状态集，记作 q 。 机器血在*=0 

所处的状态称为初始状态(初态乂记作私即办=?(0)。 

机器龙在接收到输入信号时，它将产生一个输出 〆 0, 

同时，状态从？ (i 一 1) 转换到？(0。 K 0 和抑)不仅与有关， 

而且与机器在前一瞬间的状态 ？((一1) 有关。因此,存在一个函数 

f , 用它来描述机器的 状态： > 

9 (0 =/ (? (^ — 1) , *(0) > 

它称为状态转换函数。它的定义域是 k 态集 Q 与输入符号集尽的 

笛卡尔积 , 值域是状态集的子集，即 

/； Q^S^Q 

还存在一个函数 A 用它来描述机器的输出： 

K0 1㈣ 一 1), 5(0) ^>1 

它称为输出函数。它的定义域也是 QxS， 值域是输出字母表 ii, 
即 

g„ 
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这类机器当它处于状态时且接收到输入信号<0,状态 
就转向唯一确定的下一状态？ (0, 且产生一个确定的输出信号 
K 0, 称这类机器是确定型的。 ， 

状态数是有限的机器称为有限状态机。它由下面四个部分组 
成 。 

1- 三个有限集\ s 和 

2. 状态转换函数/。 

3. 输出函数 5 。 

4. 初态办。 

定义 8-3.1 —台转換陚值有限状态机是一个六有序组 

(Q t S f B 3 f t g, q,) 

其中： Q 是状态的有限集合 〆 

I 

S 是有限输入字母表 
S 是有限输出字母表 
/是状态转换函数 

/； QyS^q 

穿是输出函数 
办是初态 

这类自动机，又称米兰 (Meky) 机，它的输出符号不仅与机器 

所处的状态有关,而且与输入字母有关，即需考虑状态？(0是从哪 

一状态转换而来,因此就称为转換陚值有限状态机 0- 

描述有限状态机有两种方法:状态表和状态图。 

状态表可同时表示两个函数，表的左端从上到下标记所有状 

态，常把办放在最上面，表的上方从左到右标记所有输入符号，因 

此，表的行数是 IQL 表的列数是相应于状态？的行与相应 

于输入符号 s 的列的交错处，写上下一状态 /=/(?, 和输出符 
号卜 g [ q f s 、 r 如图 8^3.2( a ) 所承。 

状态图是一个有向图，其中每一结点表示机器的一个状态，每 
—有向弧指出从一个状态到另一个状态的转换，此有向弧上加以 
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la ) 状态表 




图 



标记 3/ n 其中 r , * 分别表示相应的输出符号和输入符号，对于 
初态办用一个指向它的箭头来标明，如图心3』⑷所示。 

在图 8-3,2 中都表示， q f -= f { q 3 s ), T ^ g { q } s ), 我们经常也 

将它们记为 

s/r 

? — >? 

这样，对于激励<1>(2)… s (0 产生响应 rCLM 2)^(0 和状态 
序列奴0) ? (1)…可以记为 

— ?(卜 1 ) a(t)M % q(t) 

如果令 W =*( l ) s (2) … s (0 表示激励 ， p = r ⑴ r (2) … r (0 表示响 
应,那么，机器的动作可以用更紧凑的记号表示为 


^/<P 




?( 0 ) 

?(0 


下面考察几个例子。 


例 (模3计数器〉设计一台有限状态机2^，它的输出是已经输 
人符号数的模 3 数。 

解由于输出是输人符号数的模 3 氟 而与具体的输、符号无关,所以, 
可以认为输入字母集是单字母集，即 { a } c 而输出字母集及应包 括三个 
元素0,1和2,即 = 1, 2}。要求机器的伏态能“记住”已经输人符号数 
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的模 3 数，所以，状态集也应有三个状态，即為艮 c }, 设 t 表示激励 
似最末符号所对应的脾间，状态 g ⑴的解释为 

{ 益当 jtj|raod 3 — 0 

B 当 lw | mod 3 =l 
G 当 [fj|mod 3 = 3 

它的状态转换函数应为 

/( 义岭 = B , a 、 =<h fCO r a)=A 

它的输出函数应为 

gd < i ) =1^ ^{-Bj ft ) =2， gip ， a )=0 

因此 M^ = i{A, B G}, {a}, {0, 1, 2}, /, g f A) 

它的状态图和状态表如图 8-3.3 所示。 



to > 状态田 t 幻状® 表 

图 S - n 3. 3 


对于激励 Mi 的动作是 

a/l a/2 a/0 , a/1 

A - ^ B - > C - > A - ^ 3 

所以，它的响应是 1201, 状态序列是 ABOAB 。 

例題3 (奇偶校验器> 设计一台有限状态机它的输入是{化 1} 
上的符号串，要求输入串有奇数个1时输出： U 输人串有偶数个1时输出0。 
解显然汐=忍™仇1}。 

给定输入串叫 令£0 = 0^, 其中吨€ {0, 1}% K {0, 1} & 如果 
則 o > 中所含1个数的奇偶性与吻相同。如果 hi , 则 w 中所含1个数的 
奇偶性与呀相反。由此可知，只需要两个状态，状态4表示已输人的 
串中1的个数为偶数，状态 B 表示已输入的串中1的个数为奇数.，所以， 

B > o 它的状态转换函数为 

/( 么 OX fU, D-B 

它的输出函数为 

gCA } 0) =0, g ^ A , 1)=1 
giB , 0) -1, 1)-0 
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因此 ^ = ({^ B\ t { 0 , 1 >, { 0 , 1 }, A) 

它的状态图和状态表如图 S ~3.4 所示 a 



Oi ) 状态图 



0 

I 

A 

冷0 

■ u 1 

B 


^ 0 j 


呔态表 


图 B - 3 A 

对于激励010011, 2^的动作是 ^ 

^ 0/0 ^ 1/1 ^ 0/1 ^ 0/1 D 1/0 ^ 1/1 ^ 

A -- > A — ► B — >B — > B — v A —> B 

因此,响应是011101,状态序列是 AABBBAB a 

例題3 (二单位延迟器）设计一台有限状态机它的输入字母表 

是 {0, 1}, 要求输出串是输入串延迟两个时间单位的童复，即 

r{t')=s(t— 2 ) t >3 

解显然汉 =S = {0, 1}。按照题意，只有当*>3时才由输人决 
定，不妨规定 r ( l ) = r( 2 )= 0 。 由于血 3 的状态依赖于最后两个输人符 
s(f - 2 Mt - l ), 所以,它应有4个状态」故可规定 



M $ 的状态 

0 

0 

A 

1 

1 

0 

B 

1 

I 

a 

0 

1 

r> 


所以 Q = U , B , O . D } 

它的状态转换函数是 _ / 

0) fCB r 0 )=水 f(C, 0)-B, f(D, 0) = S 

1) / ( B , 1)- D , 肌 1) -6 V/(A 1) = C 

它的输出函数是 

」 0) =0, ff(Bj ff ( C f 0) = 1, g ( D ， 0)=0 

gU, 1) -0, giB, 1) =1, g(C 7 1)-1, gW, 1)-0 
因此 B , C , D }, {0, 1}, {0, 1}, g f A ) 

它的状态图和状忠表如图 8-3.5 所示 e 
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0 1 

A 
B 
C 

D 


状态图 00 状态表 

图 3^3.5 

对于激励000110100, 的动作是 

因此，响应是000001101，状态序列是 dA4ADCB_DSil。 

还有一类有限状态机，其输出只与到达状态有关,而与从曄个 

状态转换来的无关。如例题2的竒偁校验器，只要转向状态输 

出就是 t 只要转向状态尽输出就是1。象这类有限状态机，称 

为状态賦值机，又称摩尔 (Moore) 机。 

定义 M.2 —台状态陚值有限状态机是六有序组 

M t j } h t gi ) 

其中： Q 是状态的有限集合 

&是有限输入宇母表 
i? 是有限输出字_表 

-/是状态转换函数 l 

/； Qx8->Q 

A 是输出函数 

I 

h* Q — 

是初态 

状态賦值机的状态表和状杰图如图 8-3.6 所示 a 
状态表中，相应于状态2的行与相应于输入字母 s 列的交 
错处，写上下一状态 /=/(?, «乂表的最右一列写上各状态的对 
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状态表 态田 

图 8-3.6 

应输出。状态图中，每一结点，用一个状态和它相应的输出来标 
识，每一有向孤指出从一个状态到另一状态的转换，此有向孤上, 
加以标记如《作为相应的输入符号。图和 （6) 都表汞 
〆=/(?,*), A(j)=r, A(gO=r'。 用状态序列也可表示为 

例雇4 (模4往返计数器）设计一台有限状态机它的掄入字母 
表汐 =讥 1}, 要求输出 

r (t) =[況1(0>〉 一 以)] mod 4 

其中 w = … s(0 是输入串，巩(0>)是《中0的个数，叫(6>)是山中1 

的个数。 

解根据输出的要求，有 5 1, 2, 3^ A 应有四个状态，状态 4 

表示 S 表示表示 Kf)=2, D 表示 r(0=3。 这是一台 
状态賦值机 a 它的状态转换函数为 

fU, ^0=久 f(B, 0)^A, f(C, 0)-C7 

1) f(B, IX fCO, 1 )-A f(J>, T)^A 
它的输出函数是 

MAX h(BX h(C)^2, HD) ^3 
因此 = B, C f D\ f {0, 1}, {0, 1, 2, 3>, h t A) 

它的状态图和状态表如图 8-3. 7所示 

4 
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妆态图 


< 幻状态 R 


图 S -3.7 

例斑& (语言识别器）设计一台有限状态机它接受一个二进制 
串，当且仅当此串由1开始，且其中恰含一个0,这种串可表示为11 # 01% 

解我们可用输出 A 1表示输人串是否被 M e 接受，如果输入串0使 
从初态最后转向一个状态，它的输出是1,则表示<^被^5 接受； 它的输 
出是0,则表示^被拒绝。 - 

下面考察至少需要多少个状态 0 
CD 初态4输出0: 

M s 从状态4出发。 

(2) 陷阱状态输出0: 

如果输入串的第一个字母是0,此串必被拒绝，此时^^进人伏态 
况—且进人状态无论输人什么字母，不再能转向其他状态。 

(3) 可能接受状态输出 Ot 

如果输入串的第一个字母是1,进入状态 G 表示此输入串可能被接 
受。 

( a ) 继续输入1,则 仍处 于状态（7。 

( b > 继续输人0,则吣进入状态 D 。 

(4> 接受状态 D , 输出1 = 

沁进人状态尽表示此输人串被 M 5 接受，输出1。 

⑷继续输入1, M 3 仍处于状态 X >。 

tb ) 继续输入0,此输人串中已经有两个0,这种串必被 M 5 拒绝^故 
再次进入陷阱状态5。所以， 

= ^ {0, 1}, {0, 1}, /, K 

其中状态转换函数/是 

0) /(B, 0) =B f /(C, 0) 肌 0) =B, 



/( 木 1) /( B , 1) fiC , 1 )-a f ( D , l )- i > 

它的输出函数 A 是 

^(<7)=0, 

它的状态图和状态表如图 8-3.8 所示。 


0,1 



状态图 



状态表 



8^9习题 

C 1) 构造有限状态机 M ^( Q , S , E , f , 9 r 心)，其中 = H 
3 }, 对于 f>2 , 有 r<o = W (o+<a 这里 

r 2 如果 S (卜 1) 是 o 或 2 

m ( i ) —^ 

^ 其它 

jl 如果 〆 卜 2) 是 1 或 3 

fi { t ) = ■! 

lo 其它 

如果 〆 一1)=^(0)=1确定 r ⑺和 KSh 

(2) 设 b t c }, 对于沒中每一符号 s 和#中每一串叫定义: 

中 s 出现的次数^给出转换賦值机 *1 = (<?，兄 B , J % I 办)的状 
态图，对于输入串 A 它的最终输出是 . 

r - (^ # (6>) + 2 N h ( o >) — 3 况 ( u >) ) mod 5 
求激励是 abbccbaabc 的响应 & 

(3) 已知有限状态机的状恋图，写出相应的状杰表 a 
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(4) 给定有限状态扔的状态表，画出相应的状态图 a 
a) oi 


A 

C 

B 

0 

B 

C 

D 

0 

C 

I? 

S 

0 

D 

B 

A 

1 


b) 0 

go 

9i 


加 0 

s 

gi, o 


o 

g。， 0 

妇， 1 


(5) 设況是 a 个状态的有限状态机，如果有一个激励，将 M 从状态 W 
转向状态心证明必存在一个长度小于《的激励，使 M 从状态 h 转向状态1 

(6) 设计一台有限状态机见：其中 1}, 当输入串中有三个 
连续的0或： L 时,它输出1,其它均输出0。 

(7) 设计一台有限状态 虬其中 当且仅当输入符号串中包含 
两个连续的《或两个连续的&时,输出为1,否則为心 

*( 8 )给定有状态机的状态图。 



图 8-3A2 

证明 

a) 当且仅当输入串是能被3整除的二进制数时，有限状态机输出 
为其它为0。 

b) 当且仅当输入串是能被4整除的二进制数时，有限状态机输出 
为1，其它力0。 


370 



8-4 两类自动机的转换 


在节例题2提到的奇偶校验器是一台转换陚值机，但它 

有这样一个特点，只要转换到状态牟 
输出就是0,只要转换到状态足输出 
就是1,它与图所示的状态陚值、 
机的功能相同。 

下面讨论两类自动机的转换问题。 
定义 M .1 设苋是有限状态机，状态函数 

S 

/： 

如果 S ) =夂称/是状态 g 的 农 —" -后继,记为 

q 广 

.如果输入串 w = s ( lM 2) … s (0 将 I 从状态？ = 转向 

’ /出占⑴ 1、啡)^ S( ^ S ^> 6、 J 

?=?(o)— > e(i)— >^(2；—> — — >^(0 

称状态/是状态？的&后继，记为 

( I ) 

并称 ？( o ) ga )?(2) …？ (0 是 w 的可接受状态序列。 

在上节例题2中，状态 s 是状态 Z 的 ooioo - 后继,状态 P 也 

是状态』的 010011- 后继，可以分别记为 

00100 010011 
A 

00100的可接受状态序列是 AAABBB , 010011的可接受状态序 
列是 

下面考察商类自动机对应于激励 co ^ s ( X ) S (2)^ s ( t ) 的可接 
受狀态序列…的)和响应 r ⑴ r ⑵… r ( f )。 



阁 S - 4.1 


W 这里 Q — kg ' 表示状态之间的转换，并不是映射记导。 
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( A ) 可接受状态序列 

?(1) =/(?，， * ⑴） 

W2>=/( g a), s ⑶ WCMgn s(l)) r s ⑵） 

3 (i)s(2) )-/(?„ *a)* ⑶） 

ff<3) ^/(?(2), S (3)) ^f(Mq It S (1) S (2 ))， s(3)) 
=/疏 5(l)K2)^(3))=/C? fJ *(1M2) 5 (3)) 


s(t)) 

=/ (吖 s(l)s(L 

在上述各式的最后一步删去了 / 的下标，不会引起误解，这 
样，我们将状态函数/: QxS — Q 推广为/: QxS + — Q > 且有 
/( 劣 «), 其中0>€^ + , «€ jST 0 

( B ) 响应 

(1) 对于转换陚值机 
r(l) = g(gi t s(l)) h(q! ， s(l)) 

rm ， iq(XU «(2)) =gU(q It S (2)) - 

⑴ 〆 2))= 众 ( 办， s(1)^(2)) 

r(3) i( 分 (2) ， s(3)) s(l) s (2)) r s (S)) 

=3 名 (Mu ®(l)s(2)<3))=〆 办， fi(l)s(2)if(3)) 


^(0 s(t)) 

=〆/(?/, s(l)s(2) … s(f —1)), $0)) 

J (qh s(l)s(2)*--s(0) -g(g tf s(l)s(2)*-s(t)) 

(2) 对于状态赋值机，我们有 

r (0) = A (g } ) 

r(l) =h(f (g If s(l))) ^^ (g fj s(l)) 

s(l)) 






r ⑶，⑵卜 A (/( 私 s ( i ) s (2))) 

(化 sCl)s(2))=A(g n s(1)5(2)) 

矿⑻ =h(g{S))=h(f(g rr <1)K2) S (3») 

I 

^h^(q I} s(l')s(2)s(3) )=h(^ It s(l)a(2)s(3)) 


r ( t )^ h ( g ( l ))= h ( f ( q I} , s ( l ) s (2)”. s ⑺ )） 

-h t (q h Kl)s(2) … *(0)=ACh s(l)s ⑵ … 3(0) 

因此,对于两类自动机,它的输出可统一记为 

r ( t )=0{ q 1} s ( l ) s (2)***«( i )) ( i > l ) 

我们约定，以后讨论的结果如果对两类自动机都适用时，输出 
齒 数就用 O 来表示。这样，输出函数就推广为 — 尽且 
有 0 (h <^)^0(/( q If o>) t a ), 其中 o >€« f + ， a ^ S Q 

由于状态賦值机有 r (0)= AO r ) 的存在，所以，转換陚值机与 
状态陚值机有一个本质的 区别： 对于空串，前者无响应，后者有一 
个确定的响应 A ( h )。 

定理 U .1 对于有限状态机见，我们有 

/(?, 哪 w (/(?, ⑴乂 炉） 

0(q, (Mp) =0(/(?, m), tp) 

其中 ，？ 是妁的 小 —后继，叫 

证明先证 f ( gi 3 0^) =/ (/ ( q t} 0>), < p ) 

对 IW 进行归纳证明 〜 

当 | 炉 | 时』 p 是一 、输 入宇母七故有 

I 

f ( q If om ) o >), a ) 

设|刎=*时，上式成立。 

当 | 史 | =& + 1时，此时，令 p = 其中|/| 

f ( q lt akp ) - f ( q h c ^ a ) =/(/(?，， oi ^) } a ) 

o >), ¥) f a ) 

〆 《)=/( 〆 ， < P ) (/ (?/, , 9) 

所以，我们有 /( ff/i ^ f ) =/(/(^ r , 9) 

设 9 是？ j 的中-后继，即^ =/(?/, 此时 
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f{Q> oj<p) 卿 ) =/(?/ ， 和 9) 

-/(/(?/, W , 炉） =/(/(/(&， 屮)， P ) 
^/(/(?, 9 ) 

因此,我们有 I{q t ^) ^>), 9 ) 

对于输出困数可以类似证明，留作习题。 □ 

定理 S *4.1 具有下列实际意义， f ( q } _) 是自动机卫处于 
状态 L 输入字符串娜后的状态，而/(/⑷一，的是自动机 M 
处于状态1先输入字符串叫它处于状态/(?， o >), 然后再输入 
字符串 P 后的状态，它们应该是一样的。对于输出函数也有类似 
的解释。 

例如 8-3 节中奇偶校验器输入00100, Jtf 3 处于状态及 
如果先输入001, M a 处于状态及再输入00, 仍处于 状态凡 

定义 8^4.2 给定状态赋值机 I ,和转换陚值机如果对 
每一激励， I ,的响应恰等于的响应前面加一任意且确定的输 
出符号，称 I ，和竓是相 
似的。 

图 8^.2 给出定义 
S~4.2 的图解，对自动机 
I * 和提供相同的激 
励那么，及*的响应是 
^ M „ 的响应是这 
里 r。 是一固定的输出宇母， 与激励① 无关。 事实上 r 0 就是状态 
赋值机对于空串 X的晌应，即对应初态？7的输出。 

例如，图 8^.1 的状态赋值机与图 8^3.4 的转换賦值机是相 
似的。 

定理 M .2 对于每一台状态賦值机尨,，存在一台相似的转 

换赋值机反之，对于每一台转换賦值机也存在一台相 
似的状态陚值机 
证明 

( A ) 从构造相似的 J ^。 
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图 8^.3 



我们将 1«的 状态集 Q， 输入字母表 A .输出宇母衷 i ?/ 初始 
状态公和状态转换函数/分别作为的状态集仏输入宇母表 
乂 输出字母表总初始状态沿初状态转换函数人定义你*的输 
出函数％当中状态9有输出 r 时，那么，在中所有转向穿 
的转换就赋值输出 r。 具体构造 如下： 

如果 M 8 ^( Q t S f n ,/, h } q t ) 

那么 ^ ( Q y S f M f /, g t qd 

其中 g{^ f S ))，?6 Q , s£S 

显然，对于激励叫见*的响应是 I , 的响应中除去第一个字母所 
剩下的输出字符串，因此， W 相似于此。 

< B ) 从 I * 构造相似的 M ,。 

它比较复杂，我们不能简单地将上面的构造过程逆转。因为 
I * 中可能有一个状态对于？来埤，存在多个输入转换，它们捽 
以不同的输出符号 a 例如图 8-3.5 中状态牟如果它是从 i 自身 
转换来，输出就是0,从 i ? 转换来，输出就是1。为了克服此困难， 
我们将中的状态和输出符号组成的序偶，作为的状态。我 
们规定若 I * 进入状态 g 且产生输出符号八那么， I ,就进入状 
态<1 <>。 对于状态<?, r >, 它的输出是 r 。 具体构造如下： 

如果 M t = ( Q tt S , E , f t; g , qd 

那么 ( Q af 8 t n f f a> h f iq h r 0 » 


其中 — Q,t ^ -R 

函数九 A 定义 如下： 当爲有？^ > 〆那么，见有 

S 

《 ? ， 〆 >，'>«^ } r>, r> ， 

其中〆 取遍丑中所有字母即 

/.«?, O, r> T f eE 

Kiq f t r» =r 

对于所有 〈心 ，O 中可任取一个 <1, r D > 作労龙,的初态。显然， 

对于激励4当札的响应是 P 时， I ,的响应必是因此， M a 
相似于 lb □ 


、 


\ 
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显然，与图 8-3.*! 所汞的模4往返计数器相似的转换陚 
值机如图 8-4.3 所示。 



图 8^*3 ^ 8 U 


例题 1 给定 ({ A , B }, {0, 1}^ {0, 1}, U 9 , A ), 构造一台与它 
相似的 M ,。 M ,. 的状态图如图 8— L 4 所示^ 

解 {0, 1}, {0, 1},/„ ^ r 0 » 

其中 = ( A , 1>, ( B , 0>, < S , 1)} 

表 8^4.1 给出由 M , 的转换所构造的相应的 if , 中的转换。 

表 


«A 1>, 1> 


«^, 1>, 1) 


«A 1>, 1> 


0>, 0> 


<<5, 1>_ 1> 




<<a !> ， ：> 


<<a i>_ i> 


«^ 0>, 0> 


<XB 7 o>, o> 


«S，1>, 1> 


« B , 0 > t o > 


« B r 0>, 0) 


«^, 0>, 0> 


«B r 1 >, 1 ) 


« A ： 0>, o > 


因此，的状态函数八定义为 


fi « A , 0>, 0) = ( A , 1> 


oh 1) = <^1> 
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1>, 1} 

/•((义1)， 1> 

/. ((况 0>, 0) ^ ( B , 0> 

U(,mh 1) - o > 

fMHh 0)-<^, o > 

/-((^ 1>> X 4 0> 

的输出函数?1定义为 
A «^0»-0 

K{A, l>)=li 

h {{ B , 0))-0 

A «- B , 1))^1 

M , 的状态图如图 5 所 

不。 

状态 <4 0> 和 < i , 1>都可 

作为的初态 。 

对于激励101101， 此 的响、 
应是100100。在 M ■中，如果以 

(毛 c> 作力初态，响应是0100100。如果以 <4 1) 作为初态，响应是 
U00100 0 _ 

8-4 习邂 

a) 铪定有限状态机它的状态图如图士4.6 
所示。 

a > 求状态 A 的01110的后继 

以及可接受状态序列。 

b) 隶状态五的100101的后 

继以及可接受状态序列。 

0) 验证 

f{f{A y 010), 110) 010110) 

A(/( 為010)， 110) =办（桌 010110) 
d) 求 Af 对于激励010110的 

响应。 m 3-4.6 

构造二台与; ^相似的转换陚值机，并求它对于激励 01 Q 110 的响应。 
(2> 完成定理的证明。 




图 8^.5 
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0} 给查有叚犾态机 (<?, 及足夂 A 钯)， 它的状态图如图 ^4.7 
所示。 

a ) 求状态如的^的后继以及可接 
受状态序列。 

b ) 求状态的的 bbaaba 的后继以及可接 
受状态序列。 

<0验证 

/(/(私 aba ) ， aba 、 工 f { q 2 , abaaba ) 

p (/( g2j abd ) 7 aba ) abaaba ) 

d > 求 JLT 对于激励 abaaba 的响应。 

e ) 构造一台与 I 相似的状态賦值机，并 
求它对于激励 abaaba 的响应 q 

(4) 构造一台与图 8-4.5 相似的转换赋值机。 

(5> 设是与给定的转换赋值机 I ,相似的状态賦值机，对于同一激 
H 的响应比的响应多一个首字母,请对稍作修改,使它们的响应 
相同。 
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8-5 有限状态机的简化 

从上节中知道/给定一台转换陚值机 

= (Q> f , 9f 9i) 

它的状 态数是 IQI , 设是与札相似的状态赋值机，那么, 
的状态数是 | Q | x | J ?|, 若再构造一台与血,相似的转換賦值 
机那么，的状态数将与 I ,的状态数一样，为 | Q | x | J ?|。 
显然』对于任一激励，与血〃的响应是一样的，即它们的功能 
相同。这样继续下去，可得一串状态数不断递增的转换赋值机，它 
们具有相同的功能。 

k 给定一台自动机，是费可以构造出一台功能相同但状态数最 
少的自动机呢？这个问题对于有限状态机可予以解決。 

定义 8-6.1 两台有限状态机 ( Q 1} S lf B lt J Xj 0 lf q \) 

M s — ( Q^ f 3 ^ Ma f f * i t 0 3t 如果满足 
1 , H± = 





2 .对于任一非空激励 m 有 4(6, 0 )。称 

与是等价的，记作 - M ^ 

可以验证有限状态机之间的关系〜是有限状态机集合上的 
等价关系。 

走义 8^6.2 有限状态机苋 = ( ft 屹尾人 A 办）的两个状 

态％和％称为是等价的，当且仅当 ' 

M a = ( Q } S f R f , O f q a ) 

和 Mi = ( Q , R } f t 0 } 

是等价的，记为如。 

同理，可以验证，状态之间的关系〜是状态集合上的等价关 
系^ 

例如图 8-4.5 的状态賦值机中，状态 〈次 0> 〜 <隼1\ 
<足0> 〜 〈乾 1> 。 

当 M 是转换賦值机时 ，仏 〜办表示对于任意激励叫它们的 
响应是相同的。 

当 I 是状态賦值机时，办〜办表示对于任意激励叫它们的 

响应中除去第一个字母外 , 应该是相同的。 

定理8~6.1给定有限状态机苋=( 仏足及 A G 办)，如 

果两个状态的 〜办， 那么，对于任意激励叫有 

" f ( ga , o >) 

即等价状态的#后继也是等价的。 

证明因为 q a - q ^ 对于任意的 ⑽有 

0(^, (^) = 0 ( q bi oyp ) 

由定理 8-4 + 1 可知 

n 

0( q 。， 鄉、 =0 <JH 平、 

0{q^ o><p) =0(/( 私如 ) ，炉） 

所以 0(/(^ < w ), < p )-0( f ( q b} 0 >), 9) 

因此 /( 办， 泌、〜 n 公、 □ 

虽然输入字母表 S 是有限集，但输入字符串集合是无限集， 
因此，由定义出发判别两个状态是否等价是不可行的。为了解决 

_ 沢 9V 




这个问题，先讨论状态之间一个较弱的关系—— k 等价。 

定义衫.3给定有限状态机郝&足/, 0,公 X 如 
果对于任意激励叫当时，有 

0( q at oi ) ^0( q b , < o ) 

称状态恥与办是*等价的，记作办。 

显然， I 也是状态集 Q 上一个等价关系。 

我们已经知道，集合上的一个等价关系诱导该集合的一个划 

分。对于状态集 Q 上的 &等 价关系诱导出划分 P * 

P ^ iLgUg ^ Q } 

其中 Q 上的等价关 系〜， 诱导出划分 
P 


P ={ iq \\ qeQ } 

其中 M H €<1 g ^ g }^ 

■ 

由定义 8-5.2 和定义 8-6.3 可知，当和〜 办时， 必有 q a tq ht 

其中为任意正整数。当％=办时，必有办之? 6 。因此，划分 
八 +1 是划分 i% 的加细，划分 P 是所有划分的加细。 

定理 8 U 如果对于某一正整数&尸 6 =户 1+1 当且仅当 

证明 a ) 用反证法 

若 & P , 而则八+1必是 P* 的真加细，又因 P 
是的加细，所以， P 是 P* 的真加细，与题设矛盾，因此 

Pk+i = Pjf 。 

b) 也用反证法 

设八=巧 + 1而 P fc ¥=P , 则必有〜办之办而 

令 i 是 使和与心不是 > 等价的最小正整轉，显然 j > k 0 

1 ^ 

当 + 1 时，那么^叫但％〜队 与 P 鼉疋 八+1 矛 

盾。 
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当时，因为⑹必存在一个校度为 j 的字符串 
其中0> =味 1 屮卜 i+L |$?| = ld>j — ll^l = j — (ft+1) 

即 p 非空,使得 

0 (?知地妾0(?&， W 0 

即 0(/ 炉)，中） ¥=0(/(^ f ) j ^,) 

AH -1 

令怂=/(知幻， 9 ), 那么但对于任意长度 
不超过&的宇符串〜 

!吵卜 1炉1 + (m) j —1 

因为 j 是使如与办不是 j 等价的最小正整数，所以 g ^ g bt 

0(^ a ? ^) ^ 0 (?6^ ^) 

即 0 U {如，也 /*) = Q ( f (^> ^) 


0« /*) m ) 

s 

因此， q f J ^ 与 Pic - P % + i 矛盾。 □ 

对状态集 Q 构造等价划分 P , 首先要楫成然后由构 
造 A 椅造八 ，…，直到 PpiVi 为止。为了由乃构造 
P i + i t 我们给出下列定理。 

定理 M .3 设队 q h eQ , 那么，的充要条件是 
g a ^ g if 且对所有输入字母有 /(‘ s ) i / (〜 s )。 

ft + 1 

’ 证明因为％必有？。〜办 D 此外，对所有长度不超过 
k + t 的字符串 so > es \ 其中 扮 es \, 有 

O(g 0j scS) =0(^ sa) 

即 0( f ( g ^ s ), oy ) -0( f ( q ^ s), o>) 


因此 f i < h > s ) 口 

充分性的证明留作习题 o 


例题1给定有限状态机 

M=^ <{^, B, O, D, ^ F, G, H, J}, { 0 , 1 }, {0, 1 }, /, g, ffl ) 
它的拭态表如表 b 5.1 所示^ 


，劝 U 




表 8 U 



0 

1 

1 

A 

B y 0 

G t 0 

B 

0,1 

D r 1 

G 

D f 0 

E t 0 

D 

C, 1 

B p 1 

E 

P, 1 

E, 1 

F 

o 

C, 0 

G 

A 1 

G，1 

B 

J, 1 

B, 0 

J 

艮 1 

D y 0 


构造等价划分 P。 

■ 

解从表心 5.1 知道 

0)- ? ( C ?, 0) = g ( F ^ 0)=0 
9 iA , 1) = g ( p t 1) ^ F f 1) =0 

1 1 

A 〜 F 


0) = 9 ( D , 0) = g { E , 0) = 〆 & OX 
1 ) =gCD, 1 ) =g(E, 1 ) 1 ) =1 

3 D G 


0)-1 

? (H, 1) =g{J f 1)=0 


H^J 


P^{{A, C, Jl, {B, D, E, G}, {S, J}} 

因为 /U, 0) /CO, 0) = D , f ( F , 0) 鳴 它们 都在巧 的同一等价 
类中，而 f { A , 1) f ( C , 1) 状态 4 F 的 1- 后继在 Pt 的 

同一等价类中，而状态 C 的 1- 后继在巧的另一等价类中 j 因此 Pi 中的等价 
类{忐& 应加细为{木珂和 {0 }o 

状态艮 A 尽沒的 0- 后继 都在朽 的等价类 (7, 衿中， 1- 后继都 
在巧的等价类 I ®, 认瓦的中，所以，它们仍在巧的同一等健中 a 

状态 H , J 的 0- 后继都在巧的等价类{珥 J } 中，： U 后继 都在巧 的等 
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价类 { s , a 疋 g } 中，所 a 不苒需要加细。因此 

F}, {(?}, {B 7 D, E, G}, {H, J}} 

同理可得 P a = {{^ F }, { C} f { B , D }, { E , ^ H y J }} 

巧={{礼 m, to, w oh is, j}\ 

P 5 - P 4 


因此 P ={{ A} f OT , { C }, { B , D }, { E f G } 7 { H , 


例题 2 对于上例中状态 A , 构造有不同响应的激励。 

解状态乂和 P 在 P * 的不同等价类中，所以可设它们有不同响应的激 


励是 s (3>(3> (4) Q 


1. 状态4和 P 的 s ( l )- 后继必在 P 3 的不同等价类中，只能取<1)=0, 


且』 


0/0 


B , F 


0/0 


G 


O 


2-状态 S 和 G 的 s (2) -后继必须在 巧的不 同等价类中，只能取 
石 （2) =0,且 S 乂 c , G ^ F „ 


3. 状态<7和 F 的 5(3)- 后继必须在 P t 的不同等价类中，只能取 

1/0 

5(3) =1, RC 二 E , f 4 g o 

4 - 状态和 <7 必须对应不同的输出，因为 〆 恧 0)=1, g ( 0 , 0)-0; 
9 ^ 1)=1, 9 iC , 1)-0, 可取5 (4)=0 或以4〉 

因而有不同响应的激励是 


G 010 或 a >5 = OOli 


对于 a ^^ OGlO ， 有 


0/0 0/1 ^ 1/0 0/1 
A — ^ B — ^ C — ^ ^ F 

0/0 0/1 1/0 0/0 


所以,从状态2出发,响应是0101,从状态 F 出发，响应是0100, 
河于_ = 0011,有 


A 

F 






1/1 


E 


1/0 


E 


所以，从状态 2 出发，响应是0101,从状态 F 出发 * 响应是0100。由此 
可知，有不同响应的激励不是唯一的。 


有了上面一些结果,就可以将一台有限自动机简化。 
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走义 8H 给定一台有限状态机1=(仏义及，0, 

如果对于任意〜 g , eQ f 当如〜巩时，必有％=办,就称尨是简 
化机。 

在简化机 I 中，不存在不同的等价状态，因此，简化机的/ " 
划分中每一等价类只含一个状态 3 

给定一台有限状态机希望构造一台等价的简化机血'，我 
们可以这样进行：观/的状态对应机器I的划分 P 中一个等价 
类，I'的初态对应机器尨的划分户中含有尨初态的等价类。 
M f 的输入宇母表，输出字母表分别与血的输入字母表，输出宇母 
表相同。的状态表由下面两柰规则得到： 

1. 为了找 I '中状态 〆 的 s - 后继，先在机器血的划分 f 中 
找出对 应？ 7 的等价类，在此等价类中任取一状态，求出此状态的 
卜后继，而包含此 s - 后继的等价类所对应的中的状态，就是 
〆 的后继。 

2- 对于转换賦 值机， 状态 〆 的 s 转换输出就是对应 〆 的等 
价类中任一状态的 s 转换输出。 

对于状态賦值机，状态〆的输出是对应〆的等价类中任一状 
态的输出， 


例班3构造与例题1中的转换陚值机等价的简化机。 


解⑷ P ： {4, {F% {C} s {B } D} } {M f G} f {H, J} 

M f 中的 新名： \j v w x y z 
Cb ) 新名 I 等价类 0 1 


u 


V : 

1 

• 

m 

IV 

{0} 

X 

W D} 

• 

Y 



J} 


W> o 

{Oh 0 I 

0 - 

{o} } 0 

{ 斗 0 

m t o 

{Ch 1 - 

1 

{D f B}, 1 


{E, G}, l 

U, 1 

_ 

{B, D}, 0 

■ 
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(c) M\ 0 1 


1 

a 

x f 0 

W , 0 

V 

T , 0 

W , 0 


X t 0 

r, 0 

X 

W , 1 

x, 1 

r 

V,l 


Z 

A 丄 

X, 0 


84 习理 

Cl ) 完成定理 8-5.3 的 证明， 

C 2) 证明，如果有限自动机 M 有《个状态，其中 n >2, 则存在一个整数 
— 使得 

C 3> 设浞是有《个状态的有限状态机， g 是 if 中一个伏态。如有一个 

激励叫使则必旮如 W , 卜1<«—1，使/(仏<^)= 3 。 

C 4) 试简化（如果有可能）转换陚值机 M , 它的状态如表 8-5. 2所 


Ss 

s 8 


表 8-5.2 

0 1 


0 

% 0 

0 

知 1 


扔 ，1 

s 7 , C 

55, 1 


勿 * 0 


s 7 , 0 

抓 c 

1 

匈， D 

hi 

朽 r 〔■ 

s 。，1 


(5> 简化转换赋值机它的状态表如表心5.3所示 
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表 8-5.3 


4 



画出简化机的状态图，对于状态 h 求出有不同响应的激励。 

(6) 证明，如果巧¥=巧则 | P |>*+ 2 。 

■ 

8-6 有限狀态机与正则语言 

■ 

给定有限状态机 &足 /，0,办)，对于任一激励 
能产生一个响应 r € ii +, 因此， I 就是一台将输入字符 
串^转换为输出字符串 r 的转换器。如果给定没上一个语言 
为了判别任一输入字符串 w 是否在 i 中，只要考察约 
定当6)€£时， 0 { q If £^)=1, 当 o > 荦^时， 0 ( q l7 < o )= 0 o 由于 

0(办， o >) 与办的后继状态有关，因此可在伏态集 Q 中构造一 
个子集使 得当公 € 厶时，/(心， 0( q It o >)= l 5 当 o > 牵 i 

时， /(?/, WF 时， 0 ( q lf ^>)=0, 这样就可用办的后继是否 
在 P 中来判别 w 是否在 i 中，这个伏态子集7称为终态集，其中 
每一状态称为终态,在状态图中用双圈来表示。至此，有限状态机 
见可看成一台语言 I 的负别器。 

例1给定有限伏态机它的状态表如图心6.10)所示， 
状态图如图 8-6. 1 (6) 所示,终态集 f = {&} 。 

显然，当 (11 广时 ，/(、 W - SoeF , 反之亦然。故 
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化）状态表 ( t > 状态固 

图 8-6.1 


接受的语言为 

例 2 给定有限状态机它的状态表如图 8-6.20) 所萊， 
状态图如图8 〜 6. 2 ⑻所示，终态集 F — 狗。 



( a ) 状态表 (&) 状态图 

图 8-6.£ 


显然，当 ^ (0*10*1)*0-10* ^ f ( s 0t w 因此 

接受的 语言心 是由那些含有奇数个1的二进制串所组成。 

在上述两例中，可以看到軋0对判别 w 是否属于 i 无关紧 
要，但7却起决定作用。 

定义8~6.1 —个有限状态接收器是五有序组 

( Q f S f d f I t F ) 

其中： Q 是有限状 态集； 

S 是有限输入宇母集； 
i ^ Q 是初态集； 

是终态集； 

S 是 QxS — Q 的关系，称为 3 f 的转换关系，当矿 esc ?,*) 
. 时/就有、 
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> , 

走义 8 H 给定有限状态接收器 Jtf = 若 

存在使得 

^( Qt , ti >) H F ^0 

则称 o 被接受。所有被 i 捿受的输入字符串所组成的集合 
称为 M 可接受的语言 ， 记为 L ( M ) 。 

例3有限状态接收器# 3 的状态图如图 8^6.3 所汞。 

其中 t Q - { A t B t C } 

1=-{ A } 

F={0} 

S(A 0) = {< C} ， 5(^ 1) = {B} 

S(^ 0) = {C} ， SOB ， 1)=^0, 5(^ 0) =0 

5 (0, 1) = {G} 

接受的语言是 

L ( if 3 ) = {0*01*, 0*101*} 



图 8-0.S @ a-6.4 


例 4 有限状态接收器 jf 4 的状态图如图 8-6.4 所示。 
其中： Q = {^j O f D } 

i -{ A t ny 
f ^{ g , n } 

s - { o , i > 

0)^{ B} r d ( A 3 1)={ C } 3 d ( B f 0) = { A f B } 
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S(B, D} f 8(C f 0)^{A } d(G f 1)-0 

S(A 0)=0, 5(1), X) = {D} 

显然 L (J/ 4 ) ={1 ， 1000% 00*11' 00*101*, … }。 

我们从例 3 和例 4 可以看 到有限 状态接收器和有限状态机有 
下面三点不同： 

1- 有限状态机的初态只是一个状态 h 而有限状态接收器 
有一个非空初态集,其中每一状态都可作为初态。 

2* 对于有限状态机我们主要考虑对于激励 w 的响应』而有限 
状态接收器我们考虑的是对于_励0> 的后继是否在终态集中，以 

便决定此瀲励是否被接受。 * 

3. 有限状态机中/是的一个状态转换函数，因此 

对于任一都有唯一的 A 使 5 上夂这种转换称为是 
确定的转换。 

有限状态接收器中， s 是 Qx 汉的一个状态转换关系，故 

可以有 ？ eft B £ S t 使得 g ; 也 二甙 （ A >1), 此 
时 so , = ^ 另外，还可能有？ ea 吒乂使得 

穿的 S - 后继不存在，此时 S ( g ， s )=0。 这些 转舞都 称为不确定的 
转换。 

如例 3 中有 6(.4, 0) ^{A t Oh d(B ， 1) =3(0, 0) = 分。 瑢 
4 中有 SCB ， 0) - {.4, 1} = {C r D}, d(O t O)^{A f D} r 

各 (P ， 1 ) = 5 {l>j 0 ) 二 0 。 

定义有限状态接收器财 =( 仏汉，\ J ， 如果5 
是 QxfiT — Q 的〜个函被且 J 集合中只有一个状态，称 I 是确定 
的有限状态接收器。否则，.称 I 是不确定的有限状态接收器。 

例1和例2是确定的有限状态接收器，例 3 葙例4是不确定 
的有限状态接收器。 

确定的有限状态接收器是不确定的有限状态接收器的特殊情 
瑢。反之，我们有下列定理。 

定理 M .1 对每一台有限状态接杈器见，可以构造一台确 



定的有限状态接收器 I ， 使 L ( M ) ;寧、 0 

这个定理,我们不再证明 n 
下面我们讨论3型文法产生的正则语言与由有限状态接收器 
所接受的语言之间的关系。 

定理 84.2 设 P , oO 是一个3型文法，则存 

在一台有限状态接收器 A 汔弋乃，使得 

L ( M)=L ( G ) 

证明只对是右线性文法加以证明。当^ 1 是左线性文法 
时，可以类似证明。 

令 I 的输入宇母集尨中的状态集 Q = bU {/}。 其 
中』牵 Fh 见的初始状态集如果 G 的生成式中含有 
K 则见的终态集/=-伶， 2}, 否则我们这样来 
抅造\如果 在沒的 生成式中含有 B ^ a f 那么，就有《)。 
如果在 G 的生成式中含有刀那么，就有 0^( 及勾。 
对所有 aGFr , 令 3 U , a ) =0 O 这样构造出来的有限状态 

接收器 I ，一般将是不确定的。下面我们证明 

L ( M ) = L ( G ) 

^^ LCG ), oy = ai a ^- a nj ( n > l ) } 那么，在 L ( ㊉ 中有某个 
非终结符序列 2 i ， da , …， A n - 1} 使得0'4(1 1 ^1 1 =^ 1 0 !} 為 1 =>-" 

从3的钩造，可知 

jii € 5 (cTj di) j A s ^. d {Ai, ®a)j a n ) 

因为』即的 &后继 在及中，面此财）。 

则在 P 中，有生成式 (7 —人,因此， < r ^ F t 
即 O ■的 A - 后继也在 f 中，因此 
综上所述，有 

L ( G )^ L ( M ) 

设乂 n > l , 即汶的 oj - 后继 在丨中 ，于 
是，存在状态序列 A ，盔 3 ,…，使得 A x G 8( a f 

[ 注〕参阅 Peter J , Demiiag^ Jack E. Detmiaj Jotaeph £i. Quality ： Machines^ 
Languages and Oomputaticm p. 145 0 
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A 2 ^d(A lf A^d(A^ l7 a n ) Q 所 

以， 尸中有 生成式 a — 七 A , 因此 

S^a± ^ci j 4 3 =^ a^**a n -% A^-x^^i±^ w **^n-i 

< o ^ L ( Gf ) 

如果 oj = 入 GZ(M), 则 0^7, 即 _ P 中有生成式 c — A , 因 

此， <r=^X, 九 € 上 （⑦。 

综上所述，有 

L ( M )^ L ( G ) 

因此 L ( M )^ L ( G ) □ 


例题 i 给定正 则文法 S}, {0, IK A c ), 其中 P 含有： 

<j 03, B — 05, <5 — >■ XcTj 3 -> ,0 

试构造一台接受相同语言的有限状态接收器,并画出状态图。 

解令 1=( 仏况 H 巧，其中 ^={0, XU /- w , 

定义 如下： 

h 因为 < r —0 B 是 j 在左边 ， 0在右边的 P 中的唯一生成式，故 

d ( a J 0)- { B } 

2- 因为 P 中不包含 a 在左也1在右边的生成式，故 6(6 1)=扎 

3 - 因为 S — 0S 和 S — 0都在 P 中，故5(瓦0) = {5, 

4. 因为 S— 扔是 S 在左边，1在右迪的 P 中的难一生成式，故 

1) - { o -> . 

5. 3 U , 0)-3(^ 1)=0。 

M 的状态图如图84+5所示。 



图 8-6.5 





例题2给定正则文法〜玟 C}, 也 c}，P, (7)，其中 P 含有 ; 

bG,cB, <x — K, bcr^ C^> c<j^ JB^ b, c 
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试构迨一含接受相同语言的有限状态接收器，并画出状态图。 

解令見 d , Z ， 妁，其中 

^ = {< 7 , O r A\ f I = {cr} 

因为 P 中含有生成式 <7—\ 所以 4}。3 定义如下：、 

1. 因为 p 中含有 a —&0, 所以 J »)={ C % ■ 

2. 因为 p 中含有 < T — eB , 所以 Ml 0={ S} o 

3* 因为 P 中含有五 —& a , B -> b t 所以艮 b ) = {< 7 f A } 9 

4. 因为 P 中含有 <7-> ccr , (7— c , 所以 5 ( G ^ c ) = {< j 3 A} a 

5. d{A, b)^d iA 3 c)=0 。 

M 的状态图如图 8^6,6 所示。 

定理 8H 设见 A 5,之 F) 是一台有限状态接收 
器，则存在一个3型文法&使 i (沒） =iC5f)。 

证明我们构造一个右线性文法 ^ L { G )^ L { M ) 0 也 

可类似地构造一个左线性文法 A 使 Z ( G 卜 L ( M )。 

令沒= { V N} V T) P, < r ) f 这里 r r 是邶的输入字母集汉。 

(1) 当I只包含一个状 态时： 将苽的初态作为 G 的初始符 
A 龙的状态集 Q 作为口的非终结符集且 P 是这样来构造: 

1. 若 S (及 a )^{ G tt G ^ G ^}, 则 P 中含有生成式 

B ―> qG\ } S-^> oGs f **•, S-r^ dG-jt 

?. 若 0,€ SCB , a ), 且 则尸中 含有生成式万 — a。 

3. 如果 Jfl 疋乒 0, 则尸中含有生成式江4入 0 

(2) 当/包含多个状 态时： 

辑们增加一个不在 Q 中的字符 A 作为沒的初始符。 P 的构 
造与上面类似，同时再增加下列生成式 A 这里』€1。 

由上述方法构成的文法，还不是右线性文法，因为对任意初态 
4有生成式为了构造生成相同语言的右线性文法，我们 
将形如 CT—A 生成式删去，并在剩下的生成式中，将所有出现初 
态乂的 地方用 a 代替，这样所得的文法就是所需的右线性文法, 
这里 Fw^CQ—J) U{a}。 

我们可以用与证明定理心 6. 2 —样的方法来证明它，留作习 
题。 □ 
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例應 3 给定有限祆态接收器 

M =( 队亂 {aU { S 0 h {的}) 

其中 a ) = { S 0 } 

跳， b) - {S t } 

^(Su ^)={ So } 

试构造一个右线性文法 G , 使 

解令 CJ =( T ^ P , b ), 则 Fa ^{ a , 6}。因力 i ： 中只包含一个状 
态4所以，取氏作力 cr 。 

^ - { So > Sth 构造巧 

L 因力 dt ) = 所以 P 中有生成式爲 — a 况>。 

2- 因力3« £0 = {^} 且负 eK 所以，: P 中有生成式 


S Q — hS~u S^b 

3-因为 峽， a } ^ {^}且负€尽所以， P 中有生成式 

St^ ci^i> Si~> ct 


^ 因力 5( 负， b )= 所 a p 中有生成式负 — 

因此 P ： i ? o -> Sa — h 8 u 3 ^b 

S ±^ Si ^ i >8 oj 

例题 4 给定有限状态接收器 

^ S ,}, {0, 1}, ^ { S, r W ) 

其中 5 (^ 0J 0) - {^} 

d ( s h 0) - { JS 3 } 
dCS h 0> - { S „ 

5(^ 1) - { S ,} 

试构造一个右线性文法 A 隹 L ^ G )^ L ( M )^ ■ 

解^ G ^( V ^ V T , F , ^ 则 F r ={0, 1}; 因为 J 包含两个状态 

私和礼引进字符 刪 作为 G 的初始符,生成式 P 这样来 构造： 

1. 由5可知 / P 中含有禺 — 0禺，私^ 1,^—1^ 负 — 0的， 
*> OjSjj ► Oj OSiy Ss ^ 1爲。 

， 2 . 因为於及。所以， p 中含有 

3. P 中还含有生成式 a — 私， a — 

4* 刪去 < J — S U 将余下的生成式中出现说和馬的地方换为 


<7,則可得 P 力: 


<y —> 0 S^ <y — > Xo"j kt -> lj Ocr. 82~~^ Oj S3—> cr —^ \ 
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料习题 


(1) 给定有限状态接收器，巧的状态图 


岛> 



b ) 


c) 



0 


m 8 - 6.8 



图 8-6*9 


分别写出仏民^ A 说明它们是确定的还是不确定的 


* 394 * 



(2) 写出下列有限伏态接收器接受的语言。 


a) 



b) 



(3) 完成定理3的证明。 

<4)对于图 16. 12所示的有限状态接收器軋构造文法使 



图 8-6*12 


f 5> 给定正则文祛 1}, {a A , S }, A oO , 其中 

P ： B^IB, B^Oa, B^Q 

试描述并给出接受该语言的有限状态接收器。 






第九章纠错码初步 

纠错编码技术是五十年代提出，六十年代发展起来的。近来， 
由于数字通讯，特别是卫星通讯的发展，以及在数字计箅机和数 
据处理等新兴科学技术中广泛应用，给纠错码开拓了新的发展 
前景。 

本章主要讨论线性分组码，并给出构造能纠单错的群码的 
方法。 

9-1 通讯模型和纠错的基本概念 

人类社会中，为了加强交往，需要交换各种信息，于是产生了 
交换信息的各种方法,例如写一封信,通一次电话,发一份电报，通 
过广播等多种手段。上述这些通讯方法，除了写信外，其它三种通 
讯手段都要经过三个必要 步骤： 

1. 在发送端将所要传送的信息转换成电信号。 

2. 通过可靠的信道，传输电信号 Q 

3. 在接收端将接收到的电信号还原成原来的信息。 

电信号可分为模拟信号和数宇信号两种。例如电话机 话筒皡 

出的电压，其幅值随说话人的语言连续变化，它与信息直接对应， 
且可取无限多个值，这种信号称为模拟信号。又如电报，是以四个 
数字代表一个汉字,且代表每个数字的脉冲信号，其髙度只取两个 
值分别表汞空号和传号』（通常用0和1表示）这种信号不仅在取 
值上有限和离散,而且在时间上也是离散的,它称为离散信号或数 
字信号。这里，我们限于讨论数字信号。 

在现代数字通讯系统和计算机中，信号都采用二进制，即用一 
个由 “0”或“： T 组成的符号串来表示传输的倍息。例如，五位二进- 
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noco 

10011 

OHIO 

10010 

10000 

10T10 

oion 

00101 

01100 

11010 

11110 

oiom 

oom 

00110 

ooon 

01101 

11101 

01010 

10100 

00001 

11100 

01111 

11001 

10111 

xaioi 

10001 

oooto 

01000 

11111 

11011 

00100 

ooooo 


0011010 

001L001 

1001100 

0011100 

0111000 

0010011 

1100001 

1010010 

1110000 

0100011 

0001011 

1100010 

1010001 

lornoa 

1000110 

1001010 

0001101 

nooioo 

0101010 

1000101 

0110010 

1001001 

0100101 

0010110 

ooioioi 

0110001 

1000011 

1011000 

0100110 

ooamo 

1101000 

0000111 

onoaoo 

0101001 

oiouoo 


制： 00000, 00001, 00010, lliu 可表示 32 个不同的符号, 

因此，邪个英文字母及六个附加的必要符号就可用它们来表示。 

例如,“北京”的拼音其电传码嘉： 

10011 ( B ) r 10000 ( E ) , 01100 ( I ) 7 11010(/), 

01100 00， 00110 ( N ), 01011( G ) 

“北京”的英语 “ PEKI 汉 G ' 其电传码为： 

01101 (P), 10000 (E ), X1110 (K) 7 01100(2) 

00110 H 01011 ⑹ 

表 9-1.1 给出了五单位电传码和 3:4 等重码。 

表 9 1.1 

# 码 j 字 a 5 5 5 m 3：4 码 


^BCPEFGSJJ^iM^OP0SSTPrwT-rz 


谁 

?:是3 % ^ 
你 


> w 键键隔 

行行母学 
回换字数间 


8贷 


J 
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下面讨论信息传输中纠错的概念。 

一 个典型的通讯系统模型如图 9-1.1 所示。 


{MM 


信浪 

■ ■論 

侑道 

■ 口 WTi 

S 

编码器 

m 

1 

编码器 








用户 

^^ 信源 

- 

信道 


^ 1 if 聰 

m 9 

译码器 

• 

r 



图 



此系统的第一单元是信源，它可以是人或机器 (例 如电子计算 
机)。信源的输出可以是一个连续波形，或者是离散的符号序列。 
信源编码器将信源的输出信号 S 变换成二进制序列它称为信 
息序列。信道编码器将信息序列你变换成比 m 更长的二进制序 
列 S c 称为码字。二进制码不能在实际信道上传输，调制器将二 
进制码0的每位数宇编码成持续时间为 r 的正、负脉冲。调制器 
输出信号通 过信道 传输并被噪声干扰。解调器对每个持续时间为 
r 的换收信号进行判决，以确定发送的是1还是0。于是，解调器 
的输出是二进制序列 t >称为接收序列。由于信道噪声的干扰， 
接收序列 r 与码宇 c 可能不一致。例如，若发送的是 c =000110, 
收到的是 r -100010, 那么，在第一位和第四位发生了错误。信道 
译码器就是要试图纠正 r 中的传输错误，并产生真正发送的码宇 
c 的估值 A 并将 d 转换为 w 的估值 m % 面信源译码释将转 
换成真正信源输出 s 的估值 A 并送至用户。如果信道'无噪声干 
扰，则 A m "， ，分别是 ( Vm , S 的重现。如果噪声很大，，可能与 
真正信源输出 s 差别十分大。 

数字通信中一个重要的问题是设计信道的编码器一译码器 
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对，使得儐道译码器的输出端能眵可靠地重现獄息序列％。信道 
编码器通常是将信源编码器输出的二进制数据 ™ 变换成一个更 
. 长的二进制码，使它具备对付噪声干扰的能力，上述设计方法的根 
据是1948年 Shannon 所提出的编码定理。该定理指出，在一定 

的条件下，只要码的长度充分大时，一定存在一种编码、译码方法, 
使得错误译码的概率充分小。 

定义 9 - 1.1 任一由0,1字母组成的字符串称为字。一些字 
的集合称为码。码中的宇称为码宇，不在码中的宇称为废码。码 
字中的每一个字母0或1称为码元。 

. 例如，长度为2的宇集私= {00, 01, 10, 11} 有沪个不同的 
字，它们可用一个正方形表示，如图所示^其中，每一个 
字占据正方形的一个顶点，两个宇之间如果只有一个宇母不同，它 
们就在一条边的两端。两个字如果两个字母都不同，它们躭在对 
角线的两墙，反之亦然。由此可知 ，两 个字中不同字母的个数恰等 
于从一个字出发沿着芷方形边到另一个字所经过的最少边数。说 
的任一非空子集都是一个码,故共有浐一 1个码。 

又如长度为 s 的字集私 ={000, 001, 0 X 0, 011, 100, 101, 

110, 111} 有 2® 个不同的字，它们可用一个立方体表示出来，如图 
9-1. 2 〔6)所示。每个字占据立方体的一个顶点，两个字之间如果 


第三宇母 


第二宇母 



第一字母 



m 


图 9-1.3 


• 399 _ 






只有一个字母不周，它们就在一条棱的 t 两端。两个字如杲有两个 
字母不同，它们就在正方形的一条对^线的两端，如杲三位都不 
同，它们就在正方体的对角线的两端，反之亦然。同样，两个字中 
不同宇母的个数恰等于从一个字出发沿着立方体棱到另一个字 
所经过的最少棱数。的任一非空子集都是一个码，共有 2 s —1 
个码。 


00 


01 


般，宇长为 a 的不同字共有 2" 个，它们分别是《立方的顶 
点。两个字中不同字母的个数恰等于从一个字出发沿着《立方棱 
到另一个字所经过的最少棱数。 

例1考察2立方中的一个编码 
G , = {00, 01, 10, 11>,如果在信息传送 

过程中，由于噪声的干扰,可能产生一位 
信息错误，那么，码宇00在第一位出错 
就变成10,在第:;位出错就变为01,它 
们仍是码宇。一般地，码 G 中任一码宇 
位出错后仍是码字。它们的关系如图 
9-1.3 所示。由于一个码字出现单错后仍是码字，因此这种编码根 
本无法査错。 



11 


图 9-1.3 


例 2 考察 2 立方中的另一个编码{00, 11}, 码字00在 
第一位出错'或码字11在第二位出错都变为^码字00 在第二位 
出错或码宇 11 在第一位出错都变为 01, 而 01, 10 是 废码。 所以， 
当接收到01或10时，就可知道传输中发生了单错/但不能判别是 
00 出错还是 11 出错』 因此，对于这种编码，虽然我们可以检査出 
单错,但不能纠错。 

例 3 考察3立方中的一个编码{001， 110}, 码字001出 
现单错后将变为000, 011, 101。而110出现单错后将变为111, 
100, 010。由于这两个码字出现单错后，废码是不同的，因此，从 
接收到的字就可以确定发送字。例如,接收到010,就可决定发送 
字是110。对于这种编码，我们不仅可以检査出单错，还可以纠 
单错。 
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现在来考察信息传送的出错概率。 

设 P 表示一个字母在信道中正确传送的概率，那么，由于噪 
声干扰，产生错误传送的槪率是？ = 假设各位字母的传送 

是相互独立的。那么，一个说位的码字中出现 r 个错误的概率是 
C ^- r S r o 其中 

―_ 

(n~r) !^1 

是从％位中任取^位的不同组合数。 

fl -1 习蓮 

(1) 构造出所有长度洵2的二进制编码。找出能检査出单错的编码 c 是 
否存在能纠正单错的编码,为什么？ 

(2) 写出下列单词的五单位电传码和 3:4 码： 

CHl^A, SHANGHAI,, 

(3) 已知字母0,1正确传送的概率是 0.9S, 试求 

a ) 的五单位电传码只在前三位出错的 概率； 

b) CifJAT 乂的五单位电传码中有一位出错的概率。 

(4) —个字長十位的码字在传送过程中要求两位出错的柢率不超过 
10_ 3 ,试求字母正确传送的概率 d 


9-2 线性分组码的纠错能力 


在讨论线性码的纠错能力之前，先来看一个例于。 

例1对于长度为2的二进制编码<^ = {00, 01, 10, 11} ,在 

上节 B 讨论过，它不能发现单错。将每一码字增加一位，使每一码 
字中所含1的个数为偶数，它们分别变成000, 0 X 1, 101, 110,加 

果在传送过程中有码字发现单错,那么,它就变成含有奇数个1的 
废码。如011发生单错,就变成 m , 001或010 0 同样,如果在传 

送过程中一个码字出现三 个错, 那么,它也变成含有奇数个1的废 
码。因此，对于这种码，我们很易发现竒数个错误。但由于 oil 在 
第二位出错，000在第三位出错，101在第一位出错都变成001，所 

以不能纠正单错。 ^ 
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类似地，若每一码字增加一位，使每一码字中所含1的个数力 
奇数，它们分别变成001, 010, 100,111,则也能发现奇数个错误, 

但不能纠正。 

象这种增加奇偶绫验位的码称为奇偶校验码，增加的位称为 
校验位, 校验位是信息位的模2和,且每 一码孛 都是等长的，这神 
码称为线性分组码== 

为了进一步讨论编码的査错和纠错能力，下面再引进一些基 
本概念。 

定义 9-2.1 设氏是长度为 n 的二进制串组成的集合，氏= 
{吵獅 h € {0, 1}, l < i < n } 0 定义&上的一个二元运算 
㊉ ，使得对任意 YY = VtVr '' yi ^ 

峽…、其中集合 { 0 ; 1 } 上运算+是按 
位加，如表 9-2.1 所汞。 


表 




0 



0 0 1 
11 0 

定理 9-2.1 代数系统<&, ㊉〉 是群。 

证明由于 {0, 1} 上二元运算+是封闭和可结合的，所以， 
民上二元运算@是封闭和可结合的。 

n 

65^是幺元。&中任一元素的逆元是自身。因此 <&©> 
是群。 口 

定义 9-2.2 凡的任一子集 a 如果 < C , @>是群，称码 O 
是群码。 

定义 9-2.8 对于 &中任 两元素 Y^y 伽… 

Z 和 F 中对应位字母不同的个数，称为 Z 和 F 的海明 
(Hamming) 距,记作丑(I， F)， 即 

K)=±C^+^) 

i 為 1 
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例 2 设 n = 码 {000, 111} 对运算@构成群，它是群码, 

000与111三个字母都不同,它们的海明距是3。 

例3设 = X-1001, Y = 0100, 么 = 1000。集合{X， 

Y t 对运算㊉不构成群，因为在此集合中无幺元。 H { X f Y ) 
H ( Y , Z)=2, mZ , X )= l 0 

定理& ^2.2 设 X ， r , 那么 

a ) H ( X , X )=0 

b ) H ( X , Y ) = II (r , X ) 

o ) H ( X f Y )+ H ( X i Z )> B ( X , Z ) 

证明 令 X = 

a ) 因为= 所以 

B ( X , X )^±(^ xd -0 

4^1 

b ) 因为所以 

s 

s 

(=1 i—1 

0) 因为（而 + 奶 ）+( 访 + A )>® i + 為[注] , 所以 

ff ( X , Y )^ H ( Y , 

<=1 

n 

=2(0^+%) + (y i + ^i)) 

i=l 

■ 

Z ) □ 

(d 

定义 9-J8.4 —个码 O 中所有不同码宇的海明距的极小值称 

为码 <7的极小距」记作 ‘ in (C0 。 

^( O ) - min M ( X f Y ) 

X.Y^C 

X^Y 

例 2 中的码的极小距是3,例3中的码的极小距是1。 

下面两条定理，分别说明一个妈的査错和纠错的能力。 

定理 &-S.3 —个码 O 能査出不羧过 A 个错误的充要条件是 

[注 ] 不等式左边两个括弧式中间的“十”是音通加号，每个括弧式内的“+”是按 
位加， 
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此码的极小距至少是 A+1。 ^ 

证明充分性 

设码 G 的极小距必&(<7)>是+ 1， X ^ O 是住一码宇,经过传 
送后, 接收字为X'，如果传送过程中，产生了错误且错误的位数 
味 那么0<丑 (Jf ， 尤0=错误的位数<狄又 <7中任 
一 不同于 X 的码字 F , 有 H { X ， T )> d aiiri ( G )> k ^ l > B ( X > 
X%所以，X'不能是码 <7中不同于 Z 的码字 # 即V是 
废码。因此，能査出不超过&个错误。 

必要性 

设码 t? 能查出不超过 A 个错误，这表示与一个码字的 海明距 
不超过且 > 0 ) 的所有字都是度码,故码 <7 中任两个码字的海明 
距 至少是 A+1， 即 

心⑼ >4 + 1。 □ 

由上述定理可知例2中的码,极小距是3,所以能査出单错和 
两个错。例3中的码，极小距是1，所以不能査出单错。如码字 
1001在第四位出错，就成为另一码字1000,不是废码。 

接着讨论纠错，为此先建立一条译码准则： 

最小距离译码 准则： 给定码 C 设接收字为在 <7中找一 
个码字X，使与X的海明距是 JC 与 C 中所有码字海明距的 
极小值，即 

mX t X f ) ^minH (F, X f ) 

则我们将译为码字 

定理 9 - 2.4 —个码能纠 A 个错的充要条件是此码的极小距 
至少是 2 k + X a 

证明充分性 

设 ‘ in (CQ> 2 & + l 。 发送字是接收宇是 X',且丑 （Z, 
对中任一码字 F 尹因为 

所以 B(JC, Y)^M(X t Y)-H{X, 

根据最小距离译码淮则，只能译成X,木能译成其它码字，所 
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以能纠.正 A 个错 。 

必要性 

设码 G 能纠正&个错。用反证法。如果那么, 
存在码字 YeO } H ( X } V )< 2 k 0 由定理 9-2. 3 可知，丑(X， 

X与 K 中至少有 A+1 位不同，设发送字X经传送 
后，得接收字 I '， 而与叉中有4位不同」且这是位恰是叉与 
1" 不同位的一部分。又因为丑（X ，：故与: T 的不同位 
数 即 Y )< k 0 根据最小距离译码准则， 如果丑 (Z'， 
Y)<K 则X'将被误译为: T 。 如果丑（ X ', Y -)= h f 則 X '既 
可译为 X ,又可译为: T 。 因此」不能纠正 A 个错，与 假段矛 
盾。 * □ 


根据这条定理可以知道，例2中的码可以纠正单错。 

例3 给定码0= {000000, 001101, 010011, 011110, 100110, 

■ 

101011, 110101， 1111)00}, 那么 =3,可以纠单错。如接 

收字是 H 0001, 应译为110101。设接收字001001是由发送字 
000000在第三和第六位出错而得到，但按照最小距离译码准则将 
误译为001101,因此码 <7不能纠两个错。 


定理 9-2.3 和定理 9-2.4 有个简单的几何解释。以任一码字 
X 为球心，以*为半径，作维空间中的球。 当‘ 

时，说明中所有其它码字都落在这种球的外面，如图 9-2.10) 



F* 


Z 



2 


(a} 


(b) 


图 9-2.1 
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所示。设码字 Z 在传送过程中，产生的错误不超过 A 个，它的接 
收字必在此球内，所以，我们可 
以查出*个或 少于& 个错。此外， 

若接收字 t 落在分别以 x 和 : r 

为球心，&为半径的两个球的公 
共部分，如图 9-2.1(6) 所示。若 

X ),根据最 
小距离译码准则， X '将误译为 F , 

因此，在这种情况下，码 C 不能纠 
A 个错。 

如果(⑺ > 2 A +1,那么，以 
任意码字为球心，半径为 A 的球都不相交,如图 9-2.2 所汞，此时, 
如有传送错误的接收字，它只能落在一个球内，根据最小距 
离译码准则，此接收字只能译为此球的球心码字，即它能纠 A 个 

错。 



9-2 习题 

⑴给定码{00000, 10001, 01100, 10101}, 试求码 C 7 中任两个码 
字的海明距和 

C 2) 设 x , y , Z 是线性码 C 中三个不同的码字，写出 i ?( x , D + lfcr , 
Z )^ HCX f 的充要条件，并加以证明。 


(3) 证明字长不超过沘的码不能纠 A 个错。字长不超过 * 的码不能査 

&个错。 

⑷给定线 性码仏 如果 則码 C 能査 V 个 

错乱能纠 fc 个错。诮构造一个能纠单错且能査出两个错的线性码。 


9-3 海明码 


海明在 I 960 年提出了一种能纠单错的线性分组码,称为海明 
码，这种编码很简单、直观、易于实现，目前在计算机系统中经常使 
用。在讨论如何构造海明码之前，先看一个例子。 
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例 1 对于凡中每一字 若增加三位校验位 如， 
便其成为字长为7的码字其中校验位％ % 
^满足下列方程组 

汉 1 + % H~(^5 — 0 (1) 

ai + a a +<?4 0 ⑵ 

« l +^3- h ^ 4 H - Cf 7 ^0 (3) 

s 

它等价于下列方程组 

G±-\~G2 t 0 s 

s 

" tZ(\ — H' ^3 ~^~ 

a 7 = q 十 (Zg + a 4 

故当 flfl , £? 4 给定后，就可唯一确定 校验位 这 

样，就构成了一个字长为7的码 G 如表& -3*1 所示。 

表 9-31 


^h. <h 


^5 Cf ? 


oooo 

o o o J 


0 


0 

0 

0 

o 



10 10 
10:1 


110 0 
110 1 
1110 


0 0 0 
oil 
10 1 


110 
110 
10 1 


oil 
0 0 0 


111 
10 0 


0 10 
0 0 1 
0 0 1 


0 1 0 
10 0 



考察方程 CO 到 (3)。 显然，对于 G 中任一码宇,如果在传送过 
胆中，发生了单错，那么，这些方程中必有一个或几个不满足。为 
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了根据出错的方程决定码字的出错位。先建立三个 谓词： 

如， +**, ^7>： + (7 fl -1- £?3 + a 5 = 0 
a 3 , …， a 7 )： ^ i +^ + a 4 H - a(j = 0 

Ps ( ai , a a , a 7 ): a 1 ^ r a 5 ^ ra 4r -\- a 7 = 0 

对任一宇 & 免兩知％叫《 7 ,当右端方程满足时，则为真，否则为 
假。例如对于字0001101， Pi(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1) 为假， i^(0, 0, 

0, 1，1, 0, 1) 为惲， P 3 (0, 0, 0, 1, 1, 0, 1) 为真。 

令况是巧中所出现的变元组成的集合，即& = % % 

^} } S ^={ a Xt a 2} a A> a 6 } f S 3 = { a u a Sf a 7 } 0 因为 中任一 

元素是字 « i « flC 3 o 4 a B < j ! a a 7 中的一个字母，显然况就是使 A 为假的 
所有可能出错宇母的集合。上述三个集合可组成七个互不相交的 
非空集合 如下： 

^ 1 n n ^3 {^} } n 私 n 〜公 3 】 {^ 这 } 

山也("1 〜 Safi 〜 ^ i = {%} 

〜 沒1 { a 4 }， 〜否 1 n 况 jfi 〜& ={ a 6 } 

•» 

〜古 1 n 〜 Sn f\s^=^ {^t} 、 


从这七个集合，我们可决定出错位。例如〜凡 n 氏 ={< k 即 

^ 4 e S St 所以， 如果而 位出错，则 Pi 为真，而八, 

^9为假，反之亦然。以此类推,我们就可得到译码表如表 9-3.2 所 


7 fCo 


表9^3,2 



巧 巧 朽 出错字母 


T 

T 

T 

T 

T 

F 

T 

F 

T 

T 

F 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

F 

F 

F 

T 

F 

F 

F 


Jc 

«a 
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例如，接收字是1000011，代入方程(1〉， （2) 和(3)，可知方程 
(1) 不满足，方程 (2) 和 (3) 满足， 1\为好， 户 3 和巧为乃由表 
9-3.2 可知出错宇母是化因此，.发送宇是1000111。又如接收宇 
是0111111,代入方程 (1) , (2) 和 (3), 可知这些方程都不满足， 

A 都为€由表 9-2. 3可知出错宇母是％因此发送字是 


1111111 


例1所构造的单错可纠码，它由方程 (1), ⑶和⑶决定。这 


三个方程的矩阵形式为 


其中， T ^( a lt a , 
向量。 


U T =Q 

t ), 它是码字办… 如所 对应的 


M 


1110 10 0 
110 10 10 
10 110 0 1 


是 H 的转置矩阵 D 


因此, 


个线性分组码就由矩阵 H 确定，而它的纠错能力可 


由丑的特性来决定。下面就来讨论矩阵丑的构造。 

定义9_3.1 —个码字 Z 中所含1的个数，称为此码字的重 


量,记作『(叉）。 

例如码字11010和01100的重量分别为3和2。又如码字 
000…0的重量是0,为了方便起见，将码字 000—0 记作0。 

定理& "3.1 给定码 a 对于任两个码字 A 有 

、 ' (XQY f 0)=^W (X©r) 


? B(X 3 Y) + + = 

*—1 4^1 

丑 (jr®r 7 0 h 因为 i ； A 二硏⑻，所以 h(x, f) ， i/(x ㊉ r, o) 

-w (x©r> 0 □ 

定理 9-3.2 群码 G 中非零码字的最小重量等于此群码的最 
小距。即 


•柳 • 









min 1^ ( Z ) — dminfO ) 

征明因为 ㊉ 〉是群，幺元 
对于任一非零码字 A 

W ( Z ) = W { Z @0) ^ H ( Z , 0 ) 

> min JT ( X , Y ) =^ D ( C ) 

J.YGC 


所以 


min (7) > d m ] u (0) 

2 ^C 


名_0 


此外，对于 c 中任两个不同码字尤 r , 由于©封闭性， x ㊉ fg 
A 且 x ㊉: r 於0』有 - 

H ( X f 


zte 


所以 


( C ) = min H ( X , T )> miuW ( Z ) 


ZpFec 

X^Y 


Z€<7 


因此 


mm !7( Z )= d miIk ( O ) 

2 £C 

2-^e 


□ 


例 2 a ) <^ = {0000, 1111} 是群码， 

min W (2) = W (11 U ) -4 = J ?(0000, 1111) 


£+0 


‘ u ⑼ 


b ) O ^={001, 010, 100} 不是群码 ，而 


min 1^(2) =1, d ^ u ( G ^)^2 




所以 


minW(:<cU(CW 


Z € C ± 

名屮 a 


o ) G b ={110 7 111} 不是群码，而 


所以 


min W (2) ^2, (^谧(0 3 ) 

Zee % 

min W ( Z ) : > d m 也 (0 3 ) 

zec t 

z 去 o 


定理 9 - 3.3 设 JT 是 A 行 m 列矩阵 ， X = & 吻…％是《位二 
进制串，那么集合 
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a ={ x \ y ^ H T ^ o } 

对于运 算 © 构成群，印 g 是群码。 

证明因为 〈氏 ，㊉> 是有限群」设X, F €仏那么，叉_ 

-0, ?.J/ r -0, (X ® F) • J? r = ( 叉 • J? r ) ㊉ (P ， F) = 0 © 0 = 0 

所以， x ^ re ^ 由定理 5-4.7 可知 < g , ©> 是子群，即<?是群 

码。 □ 

由本定理可知例1的码是群码。 

定义 9U 群码叉 . iP ^ O } 称为由丑生成的群 
m f 0 中每一码字,称为由及生成的码宇，矩阵忍称为一致校验 
矩阵。 1 

矩阵丑的《个列向童分别记为 A a ，…， A 〜其中 A* 是第 
i 个列向即 

丑 = (hrih 这… h n ) 

^li 

A 3i 






定义列向量 A 与心的和&为 


h^)hj 



、+A 财 

■ 

■ 

■ 



定理9~8.4 —致校验矩阵 H 生成一个重量为？的码字的 
充要条件是在丑中存在 g 个列向量,它们的和为0。 

证明充分性 


如果在丑中有0个列向量满足 

㊉ …=0 

构造一个宇叉=$1 办…〜 其中％ = 巧*一，* = % ^1) 其它为0，显 
然，对此字X， 


n = «紙® … 






所以，X是由 H 生成的重量为？的码宇。 

必要性 

如果生成重量为 2 的码宇 X, 工 = ici% … a；，， 其中叫** 
叫……％ = 其余为0, 那么，由丑 r =0 得到 

、， ㊉ 办“ ㊉ 办“ ㊉ … ㊉ 办= 0 

因此 A ?个列向量^它们的和为 t □ 

推论： 由生成的群码中非零码宇的最小重量等于矩阵 J? 
中列向量和为0的最小向量数。 

如果矩阵 H 中列向量和为0的最小向量数是1,则在 E 中 


恰存在一个列向量为零向量。 

如果矩阵 J ? 中列向量和为0的最小向量数是2,则在丑中 
恰存在两个相同的列向量。 

例1中矩阵 J 7 没有零向量且各个列向量互不相同，但它的第 

二，三、四列向量之和为0,所以，列向量和为0的最小向量数是 

3,由推论可知，此 J 7 生成的群码的非零码宇最小重量是3,因此， 

由定理 9-3.2 可知，此群码的最小距是 I 再由定理 9-2.4 可知, 

■ 

此群码必可纠单错。 

| 

此外，线性分组码 G 中每一码字 Z 形 式为； 

x = X ± ^ -*〜 疋 w _^ n+ fc 

信息位 校验位 


&位校验位与饥位信息位之间有如下 关系： 


其中和 1}, l<j<7n 


O 


令 


H 




( r «l 


其中 


Q 




* 

■ 


* 


/ kXfft 


那么，码 G 中任一码宇满足方程 



X * H T ^0 
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记 n = m + 这种码简称为 (n, 怖)码„ 

为了要使码 (7 能纠正单错，由定理&~2.4, &~3.3及定理 
9-3.4 的推论可知，要求 J? 中的列向量均不相同且无零向量，即 
矩阵 Q 的列向量不能为 0 且不能出现 J* 中的 A 个列向量。因为 
Q 的每一列向量都是 A 维的,可有 2 fc 个不同的列向量，因此，可从 
沪一 1—A 个列向量中任取 m 个来组成 Q。 

故必须满足 — A 或 +l = n + l 。. 

例3 . n ^ 7 f 则沪 >7+1 = 8, k > B , 如取 A = 3,则 m = — * 

= 4,即每一码字中四位是信息位，三位是校验位，且一致校验矩 
阵为 ' 

( 10 0 

Q 3 X4 0 10 

0 0 1 

其中矩阵 Q 有四个列向量 ，而浐 一1 一 t = 2 a — 1 — 3=4,因此 Q 的 
四个列向量是唯一决定的，它们只能是 

5 (：) (1 

如果选取 

/I 1 1 0 
§=[ 110 1 
\1 0 1 1 

/II 101 00 
此时 H=i 1 1 0 1 0 t 0 

\1 0 1 1 0 0 1 







就是例1中的矩阵。 

此外，若将上述矩阵 Q 中列向量作交换，则也不能构成新的 
码，因此，例1中的 a $码是唯一的。 

如取 A = 则 m = n— 3 
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矩阵 Q 有三个列向量，而 V — 1- 4 -11,可有= 种组成 Q 
的方法，即可有: t 66 个不同的 a 3) 码。 

例如,下面都是一致校验矩阵 

1 0 0 1 0 0 0 

110 0 10 0 

0 110 0 10 

0 0 1 0 0 0 1 




10 110 0 0 
110 0 10 0 
0 1 0 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 0 1 

1 0 1 1 0 0 0 

110 0 10 0 

Jis— I 

I 1 1 1 0 0 1 0 

\o 1 1 0 0 0 X 

矩阵中第 一列， 第四列，第五列三个列向量之和为零向置，所 
以，它对应的码只能纠单错。同样，矩阵对应的码也只能 
纠单错。 

例4 n =9, 2^>9^1 = 10, k >4 a 如取无= 4,则 m = 9 —4 
^ -致校验矩阵丑中 Q 有5个列向量 ，而沪 一1 — /;=2*—1 — 
4 = 11,构成 G 就可有 = 种组成 Q 的方砝，即可有462个 
不同的 5)码 0 




9-3 习通 

a) 构 造一个 可纠单错的 (9,5) 码 3 

〔2)设 C 是一个线性分组码，它同时具有偶数 s 里和奇数重量的码字。 






钷明： 偶数重學码字的数冃等于奇数重贵码字的数 

(3) 考察一个⑼ 4) 码 G 它的校验位 叫， 叫） 办 满足下列方程 

=ai + flta + 

dtfl —(^1+ 33 + < Ti 

< 17—^1 +03 + (13 

a ^= a 2 -^ a 3 -\- a ^ 

其中 a 4 力信息位。 

求出这个码的一致校验矩阵。证明 minTr ( X )=4。 

X^C 

X ^0 

( 4 〕写出例 3 中一致校验矩阵免的 a 3 ) 码中所有码字，并求出此码中 
非零码字的最小重量。 

0) 求出海明码中校验位数不超过信息位数的最小信息位数 & 


9 - 4 查表译码法 

在上节例1中给出了纠单错的方法,但这个方法比较繁琐，瑰 
介绍査表译码法。 

给定海明码 R 它的每一码字，信息位长度为校验位长度 
为 ㊉ 〉是<&, ©> 的子群。 

设发送字是 I ,且传送过程中在第6位发生错误，接收字是 

n 

令 4=0 … oio … b , 其中 1 怡在第 i 位，显然，； x 

- H { X } X f )^W (X ❽ XO = 识 W = 1, 根据最小距离 
译码准则接收字I'应被译为 y a 

因为海明码亡可纠单错， minTf ( X )>3, JpC ? 中除零码字 

(65^) 外，不包含重量不超过2的宇，所以在 
群 ©> 中，确定 g 关于的左陪集的 ㊉ a 这种左陪集共 

有 托个。 

由拉格朗 目定理可知， g 在&中的左陪集应有 i ^ B [/[ a |^ 
2•-« = 2*个。因为 2 fc > n + l 。 

当十1时， 


* 仍， 





当沪>«+1时， 

Cj (杉綱 叫成 ■ 

所以还须继续构造陪集。 

具体构造可以这样进行： 

将 o 中所有码字组成第一行，零码字作为首项。 

2. 构造所有陪集 ㊉ A &挪，…， 分别组成第二行, 
第三行，…，第 ft +1 行，使得陪集中元素内 ㊉ qfeGCO , 与 

元素 q 在同一列。 

3. 如果沪 = ft + l , 过程结束。如果浐 > ra + l ， 则取上个不在 
C 且不在已有陪集中的字 I 构造陪集 s ㊉ 仏便元素与元 
素 Q 在同一列，以此类推/直至沪个陪集构造完毕。如表心 
所示。其中 

p = 2 x — (^4-1) 

、 

表 HL 1 


ci (零码字） A <^： 


^ a ©0； 

e 哪: 

句 ㊉ C : 

总 p ㊉ 


ei©Oi 

ei©^ 


* « V 



j 

■ ■ • 

■ p fe. 


♦ T ^ 

■ ■ r 

e n ®^ 





A 4 ■ 

+ 甲髻 


■ w 

£? P ®^a 





利用上表，我们就可以进行译码。 

设接收字沟又\它在 i 行 j 列，那么 a 的发送宇为以且 
i 行首项元素中字母1的所在位就是传送过程中的出错位，这种 

译码方法称为査表译码法。 

例1设仰= 3』« = 6, 一致校验矩阵是 
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II - 


则它的校验位满足下列方程 

■_ (^4 ^ + (Za 

=巧+ % +办 」 

因为 J 3 中的列向量都不相同且无零 向量，込 © A a © A s = 0 # 所 

以，丑对应的线性分组码 O 可以纠单,。 

C-{000000 7 001011, 010101, 011110, 100111, 

101100 , 110010 , 111001 } 

它的译码表如表 H 2 所示。- 

表 9-4,3 


000000 001011 010101 - 011110 100111 101100 jllOOlDt 111001 

100000 1010:1 110101 111110 000111 001100 010010 011001 

010000 0110:1 000101 001110 110111 111100 100010 |101001| 

j 001000 011101 010110 101111 100100 moio naooi 


000100 001111 010001 011010 100011 101000 aiono 111101 

oooaio 001001 010111 011100 100101 101110 110000 111011 

000001 001010 010100 aiiin |iooiio| 101101 110011 111000 

foooiioi 001101 010011 011000 100001 101010 uoioo linn 


如果以表 9-4.2 中打方框的字为接收字，则它们对应的发送 
字和出错位可用表9〜 4. 3所示。 


接收字 


表 


接收字所在行，列 



-3 


发送字 


出错位 



^ 417 ^ 










综上所述，当译码表为表&-4-2时/码 O 不伩能纠单错且在第 

四、五位同时出错时也能纠芷》 

94习思 

(1> 给定字长》位的海明码 C, 证明 eACuO ： i®C)U(> s ®Ou_” 

n 

u ㊉ 其中 e 产 (5-oio".6, 1 恰在第位， 1 幻 

(2) 给定(7, 4) 码，它的一致校验矩阵是 

( 1 1 1 0 1 0 0 \ 

110 10 10 
1011001 / 

构造译码表并求接收字1000111，0110010 rn mini 的发送字。 

(3) 给定码 c^{00000, 11111}, 证明它是一个 群码。 并能纠两个传送 
~ 错误^构造译码表> 确定接收字为00101, omo, 11011 ^ 01011和 mil 的 
发送字。 

(4) 考察一个 (8, 4) 码,它的校验位叫 ， 勿，叫满足下列方程。 

a 6 =^ + a 2 + a & H -£ T 4 

<^ r ~ ^ S +^3 

as = 化+七 

构造译码表 > 并求接收字 ooonoio, imoDoo, looooiii 的发送字 0 





符号表 


数理逻辑 

~1 P 

PAQ 

PVQ 

P\Q 

PIQ 

PVQ 

T 

F 

P^Q 

P^Q 

A* 

V 

彐 

w££4 

集合论 

a^A 

a 牟 A 

A^B 

AczB 

0 

M 

沪⑷ 


P 的否定 
$与0的合取 
P 与 Q 的析取 
如 P 则 Q 

户当且仅当 Q 

^与9的与非 
P 与 Q 的或非 
尸与 Q 的不可兼析政 

P 与 Q 的条件否定 
真;重言式 
偎;矛盾式 
P 蕴含 Q 

P 与 (2 等价 
j 的对偶式 
全称量词 
存在量词 
合式公式 Z 

o 属于幺 
a 不 属于/ 

A 包含于 S 中 
A 真包含于£中 
空集 . 

全集 

Z 的幂集 
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A(]B 

/ 与及的交 

A\JB 

a 与 b 的并 

J-B 

4 与 b 的差 

A 

^的绝对补 


/与及的对称差 


有限集 2 的元素个数 

u ?」 

小于或等于$的最大整数 

AxB 

集合2和 s 的笛卡尔乘积 

tlom JJ ( dom /) 

关系及的前域（函数/的定义.域) 

ran JJ ( ran /) 

关系丑的值域（函数/的值域） 

FfiDii 

关系$的域 

^ X 

集合 z 上的恒等关系 

A 〜_5 

集合 i 与集合 s 等势 

B^S 

关系 b 和 s 的复合 

A n 

n 个集合 z 的館卡尔积 

_R ⑷ 

关系丑的 n 次复合 

n c 

关系丑的逆关系 

r(n) 

关系 H 的自反闭包 


关系 ii 的对称闭包 

t ( B ) 

关系丑的传递闭包 

B \ tr ( R ) 

关系 S 的自反传递闭包 

A/R 

集合 i 关于 E 的商集 

o r 

最大相容类 

O r ( A ) 

益的完 全复盖 

,=^ 

偏序关系 

x ^ y ( modm ) 

X — y 被 7 TI 整除 

LVBA 

A 的最小上界 

GLBA 

A 的最大下界 

r 3 

函数/的逆 函数 

9°f 

函数/和 P 的复合 
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«o 

代数系统 
I 

i + 

1 e 

N 

R 

G 



LCM (x t 2/) 



■0 W 

r }( s ) 



a-<b 

a V 6 

«入6 


集合 /的特 征函数 
模糊子集4的隶属函数 
集合/的后继集 
集合3的基 
可数集的基 
连续统的势 

整数集合 
正整数集合 
偁数集合 
自然数集合 
有理数集合 
实数集合 

复数集合 一 

集合仉 ： U A …， 

1上模 W 的同余类集合 

%汉的最大公约数 

V 的最小公倍数 

模 A 的加法运算 

模 A 的乘法运算 

n 个元素的集合占上所有置换构成的对 
称群 

在置换#作用下不变元的个数 
使元素 s 保持不变的置换个数 
丑笑于 a 的左陪集 
丑关于 a 的右陪集 
/的同态核 

且 d^b 

a 与6的最小上界 
a 与6的最大下界 
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囹论 


3的补元素 


V(0) 

图^?的结点集合 

輝） 

图 g 的边集合 


w 个结点的完全图 

deg(>) 

结点* 的度数 


m^{d^\veV(G)}^ 图 G 的最大度 


min{do 以卜(<?)}、图<?的最小度 

W(Q) 

图 G 的连通分支数 

KO) 

minilFVll^ 是 (？ 的点割集}、沒的点连 


通度 

min {[ ^ ^^是^的边割集乂沒的边连 

d^u - 

通度 

结点《和$之间的距离 

1 

vy 

l * V 6 T 

图的直径 

deg(r) 

面的次数 

A % 

布尔矩阵 4 的 n 次积 

A ⑻ 

布尔矩阵 4 的 ft 次布尔积 

M(G) 

无向图沒的完全关联矩阵 

s 

有向图沒的完全关联矩阵 

0(0) 

图 G 的闭包 

G* 

图<?的对偶图 


图 G 的着色数 


边 e 的权 

C(T) 

树 T 7 的所有权之和 

自动机和编码 

V 

宇母表 

入 

空串 


空串餌成的集合 
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1/* 

F+ 




L 




u 

Vy 

Vt 

P 


<r 

oj^<o 


ca=^ui 

Q 

s 


R 


字母表 r 上所有串的集合 
字母表 r 上所有非空串的集合 
串 o> 与串连接而成的串 
串 0 J 的逆 
空语言 

字母表 F 上的一个语言 

L , 中任一串与总中任一串连接组成的语 

语言 A 中每一个串的逆组成的语言 
非终结符集 
终结符集 

生成式集 

开始符 

生成式 

6是^的直接派生 
A 是 w 的派生 
状态的有限集 

有限输入字母表 ' 

有限输出字母表 
初态 


f -. Q ' aS-^Q 状态转换函数 

g ： QxS-^R 转换賦值机的输出函数 

h ： Qr^E 状态賦值机的输出函数 


o： QaS^R 两类自动机通用的输出函数 


有限状态机^^与^^等价 


A 

I 

F 


状 态如与 办等价 

状态 如与办 a - 等价 

初态集 

终态集 
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S ： Q X 

H (X, r) 

(O) 

W(X) 


转换关系 

JC 与 r 的海明距 

码 C ? 的极小距 
码字 X 对应的向量 
码字 X 的重量 
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